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Premessa

Le storie generali di Bologna, anche le più recenti, hanno dedicato un modesto rilievo 
all’Università con il risultato di mettere in secondo piano uno degli elementi che le han-
no conferito una dimensione e una fama internazionali. Quelle dedicate in particolare 
a questa presenza, lo hanno fatto illustrando la sua vicenda istituzionale, l’eterogenea 
provenienza degli studenti di altre città e di altri paesi e l’eccellenza dei suoi maestri. Solo 
alcune hanno sottolineato l’intensa attività scientifica che si è svolta per secoli nei suoi 
laboratori e nelle sue biblioteche. Per chi intende raccontare la vera storia della nostra 
università è decisivo intrattenersi a lungo e dettagliatamente su questo argomento. I po-
chi studi che vi si sono dedicati sono legati soprattutto alle numerose pubblicazioni che 
hanno accompagnato le celebrazioni del IX Centenario dell’Alma Mater, ma anch’essi 
si sono spinti raramente oltre la prima metà del ventesimo secolo. L’Accademia delle 
Scienze dell’Istituto non ha ritenuto di poter supplire a questa reticenza, o meglio, a que-
sto timore della contemporaneità, ma non si è sottratta al compito di spronare i suoi soci 
a riflettere su questo argomento e a promuovere piccoli colloqui dedicati esclusivamente 
alla ricostruzione dell’attività scientifica e alle sue connessioni con il contesto nazionale 
e internazionale senza per ciò trascurare i rapporti con le realtà istituzionali del territorio 
e le esigenze della vita quotidiana della nostra comunità. 

Sono nati da questa esigenza e da questa disponibilità una serie di colloquia discipli-
nari che hanno ricapitolato esperienze, scuole e maestri restituendo così l’ampia rete di 
connessioni e di relazioni che si sono sviluppate nel secondo dopoguerra e che hanno 
collocato l’ateneo bolognese tra i protagonisti della ricerca internazionale rendendo i 
suoi ricercatori portatori, non sempre consapevoli, di innovazioni delle quali oggi co-
gliamo ancora l’originalità e la fecondità. 

I risultati di questi colloqui, che hanno interessato la fisica, l’astronomia, la medicina, 
la biologia, la chimica, la geologia, l’economia e la statistica, l’ampia area delle discipline 
umanistiche, l’ingegneria, la matematica, il diritto e le scienze politiche e sociali, saranno 
proposti al pubblico dei lettori in agili volumi che non intendono proporsi come una 
storia completa dello sviluppo della ricerca scientifica a Bologna quanto piuttosto met-
tere a disposizione materiali preziosi, vicende di maestri e dispiegarsi di scuole, memorie 
di imprese e di innovazioni sottratte all’oblio, indispensabili per chi vorrà cimentarsi 
nell’impresa più ampia di ricostruire la lunga sequenza di ricerche che ha dato una rile-
vanza planetaria all’Alma Mater Studiorum e della quale si avverte la mancanza. 

Walter Tega 
Professor Emerito, Alma Mater Studiorum - Università di Bologna
Già Presidente dell’Accademia delle Scienze dell’Istituto di Bologna
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Prefazione

Vorrei anzitutto ringraziare il Presidente dell’Accademia delle Scienze, il Prof. Luigi 
Bolondi, per avermi affidato il compito di coordinare questo numero dei Colloquia 
dedicato alla Matematica. Insieme abbiamo deciso che doveva essere un percorso scelto 
di contributi in questa disciplina a Bologna che coprisse il periodo del secolo scorso a 
partire dal secondo dopoguerra. 

La lettura dei sei splendidi interventi, scritti da chi ha contezza diretta dei temi trat-
tati e dei ricercatori coinvolti, è stato per me come un viaggio nel tempo in cui ritrovare 
le origini della cultura che vive nel mio Dipartimento. Essi spaziano dalla fisica-mate-
matica all’algebra e la geometria, dall’informatica all’analisi numerica e all’analisi mate-
matica. Nel loro insieme mostrano un ambiente scientifico brillante e creativo in tante 
direzioni, di livello internazionale, capace di continuare la prestigiosissima tradizione 
che lo caratterizza. 

È un piacere quindi ringraziare tutti gli autori per il loro lavoro che rende questa 
collezione di sicuro interesse sia per i cultori di matematica che per gli accademici in 
generale.

Settembre 2023 Pierluigi Contucci





Dario Graffi e la sua influenza sulla Fisica Matematica

Franca Franchi∗, Brian Straughan**

Questo articolo fa una rassegna dei principali settori in cui il Professor Dario Graffi ha
dato notevoli contributi alla Fisica Matematica e nei quali la sua influenza ha portato a
ulteriori sviluppi.

1. Introduzione

Grazie alla sua personalità carismatica, alle sue eccezionali doti per la ricerca scientifica, e
all’altissimo livello delle sue attività didattiche, il Professor Dario Graffi rappresenta una
delle figure più eminenti dell’ateneo bolognese. Siamo molto grati all’Accademia delle
Scienze di Bologna per averci concesso il privilegio di poter approfondire alcuni aspetti dei
suoi più significativi risultati, che hanno avuto subito un riconoscimento internazionale e
che sono a tutt’oggi un imprescindibile riferimento per le ricerche attuali. Riprendendo le
sue opere, si rimane ammirati non solo per la genialità delle sue tante intuizioni, ma anche
per la svolta rivoluzionaria che ha impresso al modo di fare ricerca in Fisica Matematica.

Le nostre analisi si basano principalmente sugli studi dopo la seconda guerra mondiale,
e quindi non ci sarà spazio per quel lavoro, Graffi [52], Fabrizio [32], in cui intuisce che
con l’azione combinata di ereditarietà e di effetti non lineari, si può arrivare a creare, o
ad “abbozzare”, come dice lui, una nuova teoria matematica del cosiddetto fenomeno
Lussemburgo-Gorky, rilevato sperimentalmente per la prima volta solo tre anni prima.
Interessante poi la chiosa finale che “umilmente” rimanda a nuove evidenze osservative
il “collaudo” della validità del suo modello. Queste ricerche hanno avuto un’immediata
e ampia risonanza, e sono state riprese da numerosi studiosi della comunità scientifica
internazionale.

Per gli stessi motivi, non ci concentriamo sui suoi fondamentali lavori nell’ambito del-
la meccanica non lineare, ovvero su quelle sue ricerche pionieristiche sui sistemi dinamici,
Graffi [56], che hanno ricevuto subito grandi apprezzamenti. Questi contributi, in cui
∗Dipartimento di Matematica, Alma Mater Studiorum – Università di Bologna.
E-mail: franca.franchi@unibo.it

**Department of Mathematics, University of Durham, UK. E-mail: brian.straughan@durham.ac.uk
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le sue competenze matematiche interagiscono perfettamente con la sua sensibilità fisica,
sono stati ripresi da numerosi autorevoli studiosi, non solo in Italia. Fra tutti vogliamo
segnalare due nomi importanti, delle scuole di Princeton e di Kiev, Cesari e Mitropolsky,
con i quali Graffi stringe un’amicizia, profonda e duratura; vedi per esempio Cesari [16],
Cesari e Kannan [17].

Pensando a dei “colloqui matematici”, abbiamo cercato di evidenziare l’influenza che
Graffi ha avuto sulla Fisica Matematica, concentrandoci sulle altrettanto fondamenta-
li questioni legate ai teoremi di unicità, agli aspetti ereditari in elettromagnetismo, ai
modelli di diffusione e di inquinamento, agli imprescindibili teoremi di reciprocità, ai
risultati in ottica non lineare, concludendo con le ultime sue ricerche in viscoelasticità
lineare.

2. Unicità in fluidi incomprimibili e in elasticità

Prima del 1959 i teoremi di unicità per le equazioni di Navier-Stokes in un dominio
illimitato supponevano che la soluzione decadesse abbastanza rapidamente all’infinito;
che per esempio la velocità vi(x, t) fosse una funzione L2 nel dominio illimitato. In un
dominio spaziale illimitato la richiesta della sola limitatezza della velocità e delle sue de-
rivate è più debole della richiesta della quadratica integrabilità secondo Lebesgue. Graffi
[60, 63] ha escogitato un metodo ingegnoso per mostrare che la soluzione delle equa-
zioni di Navier-Stokes per un fluido linearmente viscoso incomprimibile è unica, purché
rimanga limitata insieme con le sue derivate prime spaziali e che la differenza di pressione
di due soluzioni decada come O(1/r) quando la variabile spaziale r =

√
xixi tende al-

l’infinito, nel caso in cui il dominio spaziale illimitato sia l’esterno di un dominio limitato
Ω0 in R3.

Questo lavoro di Graffi ha avuto una profonda influenza sulle successive ricerche in
questo campo; perciò richiamiamo molto brevemente il suo ragionamento. In termini
della velocità vi(x, t) e della pressione p(x, t), le equazioni di Navier-Stokes si possono
scrivere

∂vi
∂t

+ vj
∂vi
∂xj

= − ∂p

∂xi
+∆vi + fi,

∂vi
∂xi

= 0, (1)

dove fi è una forza esterna assegnata. Usiamo la notazione indiciale assieme alla conven-
zione di Einstein sugl’indici ripetuti. In (1) abbiamo assunto, senza perdere in generalità
per l’unicità, che la viscosità cinematica e la densità valgano uno. Sia Ω0 un dominio
limitato di R3 e sia Ω il suo complemento, cioè Ω = R3 − Ω0. Sia B(0, R) la sfera
in R3 di raggio R. Denotiamo la superficie di questa sfera con ΓR, e supponiamo che
R0 sia il minimo valore di R che include Ω0. Sia poi ΩR il domino B(0, R) − Ω−

0 e
chiamiamo Γ0 la frontiera di Ω0.

Le equazioni (1) sono definite in Ω× (0, T ), dove (0, T ) è un intervallo temporale,
e su Γ0 supponiamo che siano assegnati i valori di vi; pertanto le condizioni al contorno
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sono
vi(x, t) = vBi (x, t), x ∈ Γ0. (2)

Le condizioni iniziali sono
vi(x, 0) = v̂i(x), (3)

dove vBi e v̂i sono funzioni assegnate. Denotiamo con P il problema ai valori inziali e al
contorno sopra definito.

Per descrivere la dimostrazione dell’unicità data da Graffi, supponiamo che ci siano
due soluzioni (vi, p) e (wi, q) del problema P per la stessa forza esterna f, e per gli stessi
valori al bordo e iniziali vBi , v̂i. Definiamo la soluzione differenza (ui,ϖ) mediante
ui = vi −wi, ϖ = p− q. Si può allora dimostrare che la soluzione differenza soddisfa
il seguente problema di valori al bordo e iniziali

∂ui
∂t

+ uj
∂wi

∂xj
+ vj

∂ui
∂xj

= −∂ϖ

∂xi
+∆ui,

∂ui
∂xi

= 0, (4)

con condizioni al bordo e inziali omogenee:

ui(x, t) = 0, x ∈ Γ0, t > 0; ui(x, 0) = 0, x ∈ Ω. (5)

In aggiunta Graffi [63] richiede le limitazioni

|v| ≤ N, |w| ≤ N, |∇v| ≤ N, |∇w| ≤ N, |ϖ| ≤ H

r
, per r → ∞. (6)

In (6) N e H sono costanti assegnate.
La dimostrazione di Graffi è completamente diversa da qualsiasi altro metodo prece-

dente, e si basa sulla funzione G(R) definita da

G(R) =

∫ h

0

∫

ΩR

uiui dx dt+

∫ h

0

∫ t

0

∫

ΩR

|∇u|2 dx dη dt. (7)

Egli mostra che G soddisfa la disuguaglianza differenziale

G(R) ≤ c1G
′(R) + c2

√
G′(R). (8)

Da qui, applicando un abile ragionamento per assurdo, deduce l’unicità.
Il teorema di unicità di Graffi è stato esteso al caso delle equazioni di Navier-Stokes con

effetti magnetici, cioè alla magnetoidrodinamica, da Ferrari [36] e da Dyer e Edmunds
[29]. Entrambi gli articoli hanno limitazioni sulla soluzione e stime sulla pressione simili
a quelle di Graffi [63]. Tuttavia Ferrari assume che sia assegnata sulla frontiera per tutti
i tempi la componente tangenziale del campo magnetico, mentre Dyer e Edmunds sup-
pongono che il campo magnetico e la componente tangenziale del campo elettrico siano
continui su Γ0. (È degno di nota il fatto che il lavoro di Dyer e Edmunds [29] sia stato
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comunicato da Dario Graffi quando faceva parte del prestigioso comitato editoriale della
rivista Archive for Rational Mechanics and Analysis. Un altro notevole articolo comunicato
da Graffi quando faceva parte del comitato editoriale della stessa rivista è quello di Pigne-
doli [96].) Edmunds [31] ha adottato la tecnica di Graffi per ottenere un analogo teorema
di unicità per le equazioni di Navier-Stokes all’indietro nel tempo, indebolendo la con-
dizione sulla differenza di pressione a una della forma |ϖ| = O(r−1/2−ϵ). Applicando
una modifica del metodo di Graffi [63], Knightly [84] ha generalizzato la classe di rego-
larità dei teoremi di unicità di Graffi. Edmunds [31] studia, inter alia, il comportamento
asintotico della soluzione in un dominio esterno. Cannon e Knightly [10] stabiliscono
risultati di dipendenza continua per le equazioni di Navier-Stokes in un dominio esterno,
utilizzando la tecnica di Graffi con le limitazioni (6) per la soluzione, indebolendo ulte-
riormente la condizione sulla pressione alla forma |ϖ| = O(r−1/2). Ulteriore uso della
tecnica di Graffi è stato fatto da Straughan [100] che ha stabilito la dipendenza continua
della soluzione delle equazioni di Navier-Stokes accoppiate alle equazioni di diffusione
per la temperatura e per una concentrazione di sale. Qui si usano le stime sulla pressio-
ne di Edmunds [30] e/o quelle di Cannon e Knightly [10], anche se si permette che la
soluzione cresca in r.

La questione su quale sia la migliore condizione da imporre sulla differenza di pressio-
ne è stata risolta in un articolo molto interessante di Galdi e Maremonti [43], i quali han-
no dimostrato che l’unicità continua a valere per |ϖ| = O(r1−ϵ), ϵ > 0, ma è possibile
la non-unicità quando ϵ = 0. Quando Ω ≡ R3, citano il seguente controesempio:

v(x, t) = 0, p(x, t) = 0, u(x, t) = sin t (1, 0, 0), ϖ(x, t) = −x cos t.

La questione dell’unicità per le equazioni di Navier-Stokes all’indietro nel tempo in un
dominio illimitato è affrontata da Galdi e Straughan [44], i quali hanno dimostrato che
l’unicità vale se ui ∈ L6−ϵ(Ω), ui,t ∈ L6−ϵ(Ω), p = O(r1−ϵ),∇p = O(r1−ϵ).

Nella prossima sezione vedremo che Graffi usa la sua tecnica per stabilire l’unicità nel
caso di un fluido comprimibile in un dominio esterno. Questo lavoro è molto complicato
e impiega una “energia” per definire la quale non si usano solo gl’integrali L2 della solu-
zione, ma è necessario introdurre integrali con peso. I pesi sono opportune combinazioni
della densità non costante. Il lavoro di Graffi [60, 63] indubbiamente ha influenzato le
ricerche del gruppo di Napoli guidato dal Professor Salvatore Rionero, dove viene usata
un’energia pesata, in cui la funzione peso dipende dalla variabile spaziale r.

Il metodo di Graffi è stato applicato alle equazioni dell’elastodinamica lineare micro-
polare da Knops e Straughan [85]. Naturalmente con la stessa tecnica si può dedurre
l’unicità nell’elastodinamica classica.

Osserviamo che Beevers [7] è un interessante articolo che combina il metodo di Graffi
con un metodo di Protter di un’energia pesata nel tempo, v. p. es. Lees e Protter [86],
Murray e Protter [92]. Questo lavoro stabilisce la dipendenza continua dai dati in un
dominio esterno per una teoria della conduzione del calore dipendente dalla storia.

16



Dario Graffi e la sua influenza

3. Unicità in fluidi comprimibili

Per il caso di un dominio spaziale limitato Graffi [57] è un rinomato articolo che stabilisce
l’unicità di una soluzione delle equazioni che governano il flusso in un fluido comprimi-
bile. Questo articolo è stato apprezzato da molti autori di spicco, come Serrin [99] che
scrive ... Graffi [57] showed that the initial value problem for compressible fluids is unique,
... Our work is an extension of Graffi’s, ... Padula [94] scrive ... During the last twenty years,
the well - posedness theory for viscous compressible fluids has received remarkable contributions
from the early papers of D. Graffi on uniqueness Graffi [57, 62] ... Padula [95] scrive anche
One of the most interesting and admittedly difficult problems within the mathematical theory
of fluid mechanics is the question whether the equations governing the motion of a compressible
gas are well - posed. ... For the initial - boundary value problem in the viscous case, particular
attention should be paid to the paper of Graffi [57] ... Valli [107] scrive ... Compressible
viscous fluids have been studied in the last thirty years. The first result was a uniqueness theo-
rem proved by Graffi [64]. In un articolo comunicato dalla medaglia Fields P.L. Lions,
Li [87] scrive che Mathematical studies on the compressible Navier-Stokes equations started
with the uniqueness results by Graffi [57] in 1953 for barotropic fluids ...

Abbandonando il caso del dominio limitato, Graffi [62, 61] (v. anche le opere scelte
Graffi [75] pag. 255-262, Graffi [74] pag. 273-280) estende la sua tecnica per dimostrare
l’unicità per fluidi incomprimibili in un dominio illimitato al sistema, più complicato,
per il flusso di un fluido comprimibile. Questo è un risultato molto bello, il suo lavoro è
altamente tecnico e coinvolge una combinazione molto abile e intricata di termini delle
equazioni in oggetto. Arrivare alla disuguaglianza finale richiede una combinazione del
tutto non banale di termini che essenzialmente fanno intervenire integrali “pesati” con
funzioni della densità.

Le equazioni fondamentali per il flusso comprimilbile usate da Graffi [61] si possono
scrivere come

∂ρ

∂t
+ vi

∂ρ

∂xi
+ ρ

∂vi
∂xi

= 0,

ρ
(∂vi
∂t

+ vj
∂vi
∂xj

)
= − ∂p

∂xi
+

∂τij
∂xj

+ ρfi(ρ),
(9)

dove ρ, vi sono la densità e la velocità del fluido, p = p(ρ) è la pressione, fi(ρ) è un
termine di forza esterna, e τij è il tensore aggiuntivo degli sforzi di Cauchy. Questo
tensore ha la forma seguente

τij = µ(ui,j + uj,i) +
1

3
(λ− 2µ)ur,rδij .

Graffi suppone che ci siano due soluzioni (vi, ρ) e (vi + v1i , ρ+ ρ1) delle equazioni (9).
Non diamo dettagli della dimostrazione, ma essenzialmente essa coinvolge la funzione di
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Graffi G(R), definita da

G(R)=

∫ h

0

∫

ΩR

(ρ21+|v1|2)dxdt+k
∫ h

0

∫ t

0

∫

ΩR

(
µ|∇v1|2+

(µ+λ

3

)
|∇·v1|2

)
dxdηdt

dove k è una costante che appare a causa delle limitazioni sulla soluzione. Egli dimostra
che G soddisfa la disuguaglianza

G(R) ≤ η G′(R) ,

per un’opportuna costante η. La dimostrazione si conclude di nuovo con un ragiona-
mento per assurdo.

Graffi [62], v. anche la raccolta delle opere Graffi [75], migliora il suo risultato appena
descritto prendendo per la pressione la relazione classica p = aργ . In effetti la sua di-
mostrazione dell’unicità in questo caso è tecnicamente molto abile e richiede un’accurata
interazione tra le varie disuguaglianze in gioco.

Graffi [62] suppone che (ρ, vi) e (ρ+ ρ1, vi + v1i ) siano due soluzioni. La funzione
di Graffi che deriva è

G(R) =

∫ h

0
dt

∫

S

(
v21 +

b

2

[
ργ−3 + (ρ+ ρ1)

γ−3
]
ρ21

)
dx , (10)

dove b > 0 è una costante opportuna.
Il metodo di Graffi [62] è usato da Straughan [101] pag. 82-93 per stabilire l’unicità

in un modello di propagazione del suono in mezzi porosi.

4. Flusso di calore ritardato e le teorie dell’elettromagnetismo

L’equazione classica del bilancio dell’energia in un conduttore rigido di calore in un
dominio 3D è

ρc
∂θ

∂t
= − ∂qi

∂xi
, (11)

dove ρ e c sono la densità e il calore specifico del solido, θ è la temperatura e q è il
vettore flusso di calore. Nella teoria classica questo sistema viene completato specificando
un’equazione costitutiva per q che generalmente si scrive

qi = −k
∂θ

∂xi
, (12)

dove k è la conduttività termica del solido e (12) è la legge di Fourier.
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Cattaneo [15] ha usato argomenti di meccanica statistica per sostituire l’equazione
(12) con una della forma

τ
∂qi
∂xi

+ qi = −k
∂θ

∂xi
, (13)

dove τ > 0 è un coefficiente di rilassamento. Così l’equazione costitutiva stazionaria
(12) viene sostituita con un’equazione evolutiva per qi. Il sistema di Cattaneo

ρc
∂θ

∂t
= − ∂qi

∂xi
, τ

∂qi
∂xi

+ qi = −k
∂θ

∂xi
, (14)

è attualmente molto famoso nella matematica applicata e conduce a un’equazione iperbo-
lica, del tipo onde smorzate, per la temperatura, al posto dell’equazione parabolica della
teoria classica. Se usiamo un fattore integrante in (13), si vede che per un materiale con
fading memory si ha

qi(x, t) = −k

τ

∫ t

−∞
exp

[
−
( t− s

τ

)] ∂θ

∂xi
(x, s)ds.

In questo modo l’equazione di Cattaneo introduce, nel vettore flusso di calore, una
dipendenza dalla storia passata del gradiente di temperatura.

Nell’ambito dei mezzi elettromagnetici, Graffi [51] ha introdotto qualcosa di simile,
sebbene dodici anni prima, ma per i vettori densità di corrente e spostamento elettrico
come funzioni del campo elettrico E.

Per fare questo Graffi [51] ha proposto un sistema di equazioni eettromagnetiche che
generalizzano la teoria classica. Graffi [51] afferma che in un mezzo al di fuori di un’an-
tenna sussistono la legge di Faraday e la legge di Ampère con la corrente di spostamento
di Maxwell, cioè

∂B
∂t

= −curlE, curlH =
∂D
∂t

+ j, (15)

dove E,B,H, j e D sono, rispettivamente, il campo elettrico, l’induzione magnetica, il
campo magnetico, la densità di corrente e lo spostamento elettrico. Nell’elettromagneti-
smo classico la densità di corrente e lo spostamento elettrico sono legati a E dalla legge
di Ohm

j = σE, (16)

e dalla relazione costitutiva
D = ϵE, (17)

dove σ è la conduttività elettrica e ϵ è la permittività dielettrica.
Graffi [51] propone una teoria in cui j e D dipendono dalla storia del campo elettrico

E, e come giustificazione sperimentale nota che, per esempio, alcuni materiali manifesta-
no fenomeni di isteresi dielettrica. Egli generalizza (16) e (17) alle forme

j = σE+

∫ t

0
β(t− s)E(s)ds, D = ϵE+

∫ t

0
γ(t, s)E(s)ds (18)

19



Franca Franchi, Brian Straughan

dove le funzioni β e γ descrivono la dipendenza funzionale dalla storia. Si può derivare
la seconda equazione di (18) per vedere che

∂D
∂t

= ϵ
∂E
∂t

+ γ(t, t)E(t) +
∫ t

0
γ′(t, s)E(s)ds.

Questa espressione viene usata in (15)2 per ottenere l’equazione

curlH = ϵ
∂E
∂t

+ λE+

∫ t

0
α(t, s)E(s)ds, (19)

dove, come Graffi [51] osserva, λ(t) = γ(t, t) + σ e α(t, s) = γ′(t, s) + β(t− s) .
Quando si introduce l’equazione costitutivaB = µH, doveµ è la permeabilità magnetica,
nell’equazione (15)1, si ottengono le equazioni di Graffi per i campi elettrico e magnetico

curlH = ϵ
∂E
∂t

+ λE+

∫ t

0
α(t, s)E(s)ds, curlE = −µ

∂H
∂t

. (20)

Fabrizio [32] nota che se α(t, s) ≡ 0, allora le equazioni (20) sono della stessa forma
delle equazioni di Cattaneo (14), anche se per i campi elettrico e magnetico. Straughan
[102] nota che α ≡ 0 si può ottenere scegliendo γ(t, s) = γ0e

−δ(t−s), β = β0e
−δ(t−s),

da cui α = (β0 − γ0δ)e
−δ(t−s). Se β0 = γ0δ allora α ≡ 0. Nel caso α ≡ 0 si può

eliminare H e trovare che E soddisfa un’equazione del tipo onde smorzate della forma

ϵEi,tt + λEi,t =
1

µ
(∆Ei − Ej,ij).

Graffi [65] continua il suo studio delle equazioni (15) e (18), dove investiga la propaga-
zione delle onde in un mezzo governato da questo sistema di equazioni. Egli mostra che
il sistema si può ridurre a una singola equazione per il campo elettrico E, che nel caso
unidimensionale ha la forma

∂2E
∂t2

+ 2a
∂E
∂t

+ (a2 − b2)E− b2
∫ t

0
G(t− s)E(s)ds = c2

∂2E
∂x2

, (21)

dove a, b, c sono costanti e G(t − s) è una specifica funzione di memoria. Questa è
un’equazione smorzata delle onde con l’aggiunta di un termine ereditario per descrivere
la dipendenza dalla storia di E.

In seguito Graffi [66] trova soluzioni per una forma ridotta delle equazioni (15) e (18),
dove la funzione di dissipazione non è direttamente presente, e invece della (21) lavora
con l’equazione

∂2E
∂t2

− b2E− b2
∫ t

0
G(t− s)E(s)ds = c2

∂2E
∂x2

. (22)
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Questa è un’equazione delle onde senza il termine esplicito di smorzamento, ma nondi-
meno si conserva il termine della storia.

In generale per il campo elettrico E(x, t) si definisce la funzione Et(s) per descrivere
la storia di E da t = −∞ al tempo presente. Un esempio specifico di questo è

Et(s) = E(t− s), 0 ≤ s < ∞.

La stessa notazione viene usata per Ht(s). Discutendo relazioni generali dipendenti dalla
storia per D = D(E(t),Et(s)) e B = B(H,Ht(s)), Toupin e Rivlin [105] citano Graffi
[47, 48] come colui che ha sviluppato queste funzioni di storia in elettromagnetismo.

Straughan [102] utilizza il suggerimento di Fabrizio [32] di sostituire E con q e curlH
con −k∇θ per ottenere le equazioni di Graffi-Fabrizio

ρc
∂θ

∂t
= − ∂qi

∂xi
, τ

∂qi
∂t

+ qi +

∫ t

0
α(t, s)qi(x, s)ds = −k

∂θ

∂xi
. (23)

Quando si usano le equazioni (14) in un corpo continuo in movimento, come un flui-
do, le derivate temporali si devono sostituire con quelle materiali, e così le equazioni
diventano

ρc
(∂θ
∂t

+ vi
∂θ

∂xi

)
= − ∂qi

∂xi
, τ

(∂qi
∂t

+ vj
∂qi
∂xj

)
+ qi = −k

∂θ

∂xi
. (24)

In questo caso (24)2 è un’equazione di evoluzione e alcuni ritengono che sia una legge di
conservazione. C’è un’altra scuola di pensiero che sostiene che, poiché la derivata mate-
riale di qi non è una quantità oggettiva, (24)2 dovrebbe essere sostituita da un’equazione
con una derivata in t che sia oggettiva. Morro [89] sostiene che la derivata materiale di
q potrebbe essere sostituita da una derivata oggettiva generale della forma

q�i = qi,t + vjqi,j − ωijqj − ξdijqj − νdmmqi ,

dove ωij e dij sono le parti antisimmetrica e simmetrica di vi,j , e ξ e ν sono funzioni a
valori reali della temperatura e della densità. In effetti egli nota che il caso ξ = 1, ν = −1,
è la derivata di Truesdell, Truesdell [106]. Anche Christov [19] suggerisce di usare la
stessa derivata. Quando si usa questa derivata in meccanica dei fluidi, la teoria che ne
risulta viene di solito chiamata teoria di Cattaneo-Christov, v. p.es. Ciarletta e Straughan
[21], Tibullo e Zampoli [104], e questo è un argomento molto ben citato in letteratura.
Tenuto conto del fatto che Graffi [51] ha una forma simile di equazioni e che Truesdell ha
suggerito la derivata oggettiva, sarebbe appropriato riferirsi a questa teoria come la teoria
di Graffi-Truesdell.

Concludiamo questa sezione con un’osservazione che riguarda la versione completa-
mente non lineare del sistema (14) di Cattaneo. Nel caso veramente non lineare i coeffi-
cienti nell’equazione di Cattaneo non sono più delle costanti. Questo è stato dimostrato
da Coleman et al. [24] e da Graffi [72], e la teoria completamente non lineare è stata
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analizzata in profondità da Franchi [39]. L’argomento di Graffi è stato incluso nel lavoro
di Franchi e Straughan [40], ed è elegante nella sua semplicità. Graffi [72] mostra che il
caso τ costante non è compatibile con la disuguasglianza ridotta dell’entropia e suggerisce
invece l’equazione

q = −k(αθqt + θx),

dove α è un opportuno parametro positivo. Il procedimento menzionato sopra viene
rigorosamente derivato da Franchi [39] nell’ambito della termodinamica estesa irreversi-
bile. Carillo e Jordan [13] analizzano il sistema di equazioni

αθK(θ)
∂qi
∂t

+ qi = −K(θ)
∂θ

∂xi
, ρc(θ)

∂θ

∂t
= − ∂qi

∂xi
(25)

e si riferiscono a un conduttore rigido governato dalle equazioni (25) come a un condut-
tore del tipo Graffi-Franchi-Straughan.

5. Diffusione e inquinamento

Il lavoro di Graffi [59] è una nota breve, ma di quelle che lasciano una forte influenza
sui lavori successivi. Graffi stabilisce l’unicità in un modello per un fluido incomprimi-
bile non viscoso, ma nel quale la densità può variare e la forza del corpo può dipendere
dalla densità. Graffi mette in evidenza che il modello potrebbe essere adatto a un fluido
incomprimibile contenente una sostanza disciolta che dia luogo a una concentrazione
c(x, t). Egli afferma che la densità ρ(x, t) potrebbe essere una funzione lineare della
concentrazione, cioè ρ = ρ0(1 + c).

Il modello scelto da Graffi [59] coinvolge la densità ρ, la velocità vi(x, t), la forza
Fi = Fi(ρ, x, t) e la pressione p(x, t). Le sue equazioni sono

ρ
(∂vi
∂t

+ vj
∂vi
∂xj

)
= − ∂p

∂xi
+ Fi(ρ, x, t) ,

∂vi
∂xi

= 0,
∂ρ

∂t
+ vi

∂ρ

∂xi
= 0. (26)

Kazhikhov e Smagulov [81, 82] hanno studiato una generalizzazione del modello di Graffi
che oltre a un termine viscoso include il Laplaciano della densità, e le loro equazioni
sono derivate da Franchi e Straughan [41] dal punto di vista di una teoria continua per
le miscele. Questi autori si concentrano sul problema di una sostanza disciolta in un
fluido nella configurazione di uno strato orizzontale, dove la concentrazione può essere
più densa in cima, dando luogo così a moti convettivi. Una tale situazione potrebbe
verificarsi sulla Terra dove le particelle d’inquinamento si raccolgono in alto, ma a causa
di moti convettivi di rovesciamento questo inquinamento può diffondersi al livello del
suolo. I modelli di Graffi e Kazhikhov-Smagulov sono stati ampiamente studiati dal
punto di vista dell’esistenza e dell’unicità da Prouse [97], Prouse e Zaretti [98], Beirao da
Veiga [8], anche se Beirao da Veiga analizza principalmente un’estensione delle equazioni
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di Kazhikhov-Smagulov che contiene un termine trascurato da questi autori. Vale la pena
di notare che i modelli di Graffi e Kazhikhov-Smagulov sono ancora oggetto di interesse
v. Goudon e Vasseur [46], Guillén González et al. [78]. In un articolo recente, Straughan
[103], è stata analizzata in profondità una doppia diffusione competitiva nella classe dei
modelli di Graffi e Kazhikhov-Smagulov, che tiene conto anche delle tensioni interfacciali
di Korteweg.

Franchi e Straughan [41] attribuiscono a Graffi una generalizzazione delle equazioni
(26) che si può applicare ai moti convettivi di rovesciamento dovuti alla gravità in una
striscia orizzontale. Il sistema di Graffi modificato è

ρ
(∂vi
∂t

+ vj
∂vi
∂xj

)
= − ∂p

∂xi
+ µ∆vi − ρgδi3 ,

∂vi
∂xi

= 0,

∂ρ

∂t
+ vi

∂ρ

∂xi
= ∆ρ .

(27)

Franchi e Straughan [41] derivano il numero critico di Rayleigh e il numero critico d’on-
da per il modello convettivo di rovesciamento sia nella teoria di Graffi che in quella di
Kazhikhov-Smagulov. Essi mostrano che un parametro importante è il numero di Graffi
G definito da

G =
µλ

gd3ρL
,

dove ρL è la densità alla base dello strato.
Ci sono altre generalizzazioni delle equazioni di Graffi (26) che sono comunemente

studiate nella letteratura sulla dinamica dei fluidi. Quelle che potrebbero essere chiamate
le equazioni di Graffi-Boussinesq omettono il termine Laplaciano in (27)3 e assumono
costante ρ = ρ0 il coefficiente dell’accelerazione, evidenziando il fatto che la variazione
della densità avviene atraverso il termine buoyancy. Queste equazioni vengono usate da
Carr et al. [14], King et al. [83] per modellare le onde interfacciali sul picnoclino tra
strati di fluidi con densità diverse. Un’altra generalizzazione delle equazioni di Graffi
sono quelle che potrebbero essere chiamate le equazioni di Graffi-Boussinesq con dissi-
pazione, e queste sono le (27) dove il coefficiente del termine di accelerazione è sostituito
da ρ0. Queste equazioni sono utilizzate da Hartharn-Evans et al. [79] nel loro lavoro
sull’“effetto banco” delle onde interfacciali sul picnoclino tra strati di fluidi con densità
diverse.

6. Teoremi di reciprocità

Un’area in cui il lavoro di Graffi ha avuto un successo fondamentale è quella dei teoremi
di reciprocità nella Fisica Matematica. Il suo lavoro in questo campo è rappresentato da
Graffi [49, 50, 53, 54, 55, 58, 64] e copre i campi dell’elettromagnetismo, dell’elasticità
e della trasmissione del calore. Questo è un settore in cui la sua influenza è ancora attiva:
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un fatto che è immediatamente evidente dalle applicazioni e dagli sviluppi delle sue idee,
oltre che dalle molte citazioni, specialmente in Geofisica, v. p. es. Arntsen e Carcione
[4], Douglas et al. [28]; in Analisi Numerica e Ingegneria, v. p. es. Nguyen e Tassoulas
[93]; in elettroelasticità e piezoelettricità, v. p. es. Amiri Hezaveh et al. [2], Ciarletta et
al. [22], Iesan [80]; in elasticità, v. p. es. Chirita e Ciarletta [18], Madyarov e Guzina
[88], Carbonaro e Russo [12], De Hoop e Stam [27]; in acustica, v. p. es. Antes e von
Estorff [3]; e nelle miscele dei mezzi continui, v. p. es. Borelli e Patria [9], Ciarletta
[20]. Indubbiamente la vasta applicabilità di questo metodo ha condotto al suo grande
utilizzo. Per esempio Wheeler e Sternberg [108] scrivono …we employ the ... energy
identity to establish sufficient conditions for the prolonged quiescence of the far elastodynamic
field belonging to a solution that corresponds to initial quiescence. This result, in turn, supplies
the principal tool for a generalization of the dynamical reciprocal theorem of Graffi [55] to
infinite regions ...

Il punto chiave dell’idea di Graffi è di stabilire una relazione di reciprocità fra due so-
luzioni di un problema di valori al contorno e/o iniziali per diversi tempi o punti spaziali
in un dominio limitato o illimitato. Si può allora riuscire a dedurre informazioni mol-
to utili su una soluzione in una parte meno accessibile del corpo potendo contare sulla
soluzione in un’altra parte.

Graffi [53] è davvero notevole perché dimostra teoremi di reciprocità per problemi
di valori inziali/al bordo nella teoria elettromagnetica, nell’elasticità e nella teoria della
conduzione del calore. La novità è il fatto di includere il tempo, cosicché i problemi sono
tutti dipendenti dal tempo, invece di essere in equilbrio.

I teoremi di reciprocità sono diventati sempre più raffinati con il passare del tempo.
Infatti Graffi [64] usa una convoluzione invece della trasformata di Laplace, con il ri-
sultato di un procedimento più chiaro e diretto. Iesan [80] ha escogitato un ulteriore
procedimento ingegnoso che evita l’uso della trasformata di Laplace, eliminando la ne-
cessità di incorpore le condizioni iniziali nelle equazioni che reggono il modello. Egli
applica la sua idea alla teoria dinamica della piezoelettricità in un corpo elastico. Ulte-
riori teoremi di reciprocità che coinvolgono l’uso di una convoluzione sono presentati da
Ciarletta et al. [22] per una teoria della termo-piezoelettricità che include il secondo gra-
diente dello spostamento e del potenziale elettrico, e in più consente che la temperatura
“viaggi” come un’onda con velocità finita.

7. Ottica non lineare

Dario Graffi è stato certamente uno dei maggiori esperti nella risoluzione di difficili pro-
blemi di unicità nel campo della Fisica Matematica. In una serie di lavori degli anni
settanta stabilisce alcuni risultati di unicità molto interessanti in teorie dei mezzi conti-
nui, in presenza di effetti elettromagnetici. In Graffi [68] analizza un sistema di equazioni
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di Maxwell applicabile a un plasma. Le equazioni sono

curlH = ϵ
∂E
∂t

+Nqv+ J, curlE = −µ
∂H
∂t

, (28)

dove E e H sono i campi elettrico e magnetico, v è la velocità media degli elettroni nel
plasma e N è il numero di elettroni per unità di volume. La quantiità q è la carica
dell’elettrone, ϵ e µ sono la costante dielettrica e la permeabilità magnetica, e J è la densità
di corrente. Per completare il sistema si devono aggiungere le leggi di conservazione per
gli elettroni e la velocità della forma

∂N

∂t
+ vi

∂N

∂xi
+N

∂vi
∂xi

= 0, (29)

e
Nm

(∂vi
∂t

+ vj
∂vi
∂xj

)
= − ∂p

∂xi
+Nq

[
E+ µv× (H0 +H)

]
, (30)

dove m è la massa dell’elettrone, H0 è un campo magnetico esterno, e p è la pressione
dovuta agli elettroni.

Sotto varie ipotesi Graffi [68] stabilisce l’unicità di una soluzione delle equazioni (28)–
(30).

Un altro notevole lavoro è quello di Graffi [69] in elettromagnetismo non lineare, con
effetti di memoria. Qui studia le equazioni

curlH =
∂D
∂t

+ J, curlE = −∂B
∂t

, (31)

dove B è l’induzione magnetica e D è lo spostamento elettrico. Le equazioni costitutive
sono

D(x, t) = D(E(x, t),Et(x, s)), (32)

e
B(x, t) = µH(x, t), J(x, t) = γE(x, t). (33)

Sotto varie ipotesi Graffi [69] stabilisce l’unicità di una soluzione del sistema (31)–(33),
considerando in (32) una dipendenza generale dalla storia.

Un altro pezzo particolarmente interessante delle sue ricerche è Graffi [70], nel quale
discute un modello di grande successo per l’ottica non lineare, che era stato proposto dal
fisico Nicolaas Bloembergen, premio Nobel 1981. Il modello è di nuovo basato sulle
equazioni di Maxwell e quelle studiate in Graffi [70] sono

curlH =
∂D
∂t

+ J, curlE = −µ
∂H
∂t

, (34)

insieme con le equazioni costitutive

J = γE, D = ϵ0E+ P, (35)
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dove γ è la conduttività, ϵ0 è la costante dielettrica nel vuoto, e P è il vettore polarizza-
zione. La polarizzazione soddisfa una legge di evoluzione non lineare della forma

∂2P
∂t2

+ F
(
P,

∂P
∂t

)
= E, (36)

dove F è una funzione vettoriale dei suoi argomenti. Graffi [70] osserva che Bloembergen
propone che F sia composta da tre termini: i primi due sono lineari in P e in ∂P/∂t,
mentre il terzo è quadratico in P. Comunque Graffi permette che F abbia una forma
generale soggetta ad essere lipschitziana nei suoi argomenti.

Le equazioni (34)–(36) sono definite su un dominio tridimensionale Ω e E,H,P,
∂P/∂t sono assegnate al tempo t = 0 per ogni x ∈ Ω. Sulla frontiera di Ω, denotata da
Σ, la componente tangenziale di E o di H è assegnata per ogni t ∈ (0, T ), T < ∞. Il
problema ai valori iniziali e alla frontiera così definito è denotato conM. Graffi stabilisce
l’unicità per una soluzione di M sotto la relativamente debole condizione di Lipschitz
su F.

Bassanini [5, 6] evidenzia che Franken e Ward [42] hanno rilevato luce ultravioletta
con frequenza doppia di un raggio laser, quando questo raggio passa attraverso un cristallo
di quarzo. Essi indicano anche che Graffi [67] ha fornito una spiegazione soddisfacente
di questi esperimenti. Bassanini [5, 6] sottolinea che questo conduce al “Problema di
Graffi”, che coinvolge la generazione della seconda armonica di un’onda laser (a rubino)
attraverso una lamina rettangolare di cristallo di quarzo. Questo problema è stato poi
studiato intensivamente da Cesari dal punto di vista dell’Analisi, v. p. es. Cesari [16].

8. Effetti ereditari – Viscoelasticità I

Oltre ad essersi dedicato, per la maggior parte della sua vita scientifica all’elettro-magne-
tismo, con una speciale passione verso i fenomeni ereditari, un’altra area in cui i contributi
di Graffi hanno avuto un’importanza imprescindibile è quella della viscoelasticità lineare,
nel contesto della termodinamica dei materiali con memoria.

I suoi articoli in questo campo, dopo le teorie di Boltzmann e di Volterra, si possono
ritenere pionieristici, nel senso che diventano subito una fondamentale fonte di ispirazio-
ne per le ricerche dell’epoca e, dopo più di trent’anni, continuano ad esercitare una forte
influenza su quelle attuali.

I suoi due primi lavori sono del 1974, mentre l’ultimo, riguardante l’opera di Volterra
sui fenomeni ereditari, Graffi lo presenta al Convegno Internazionale che si tenne ai Lincei
ai primi di ottobre del 1990, in memoria dell’illustre scienziato, nel cinquantenario dalla
sua morte.

Oltre alla esposizione, con commenti calzanti e autorevoli rivisitazioni, dei principali
risultati di Volterra, Graffi ci presenta il suo punto di vista anche su quella parte della
sua vita scientifica dedicata proprio ai fenomeni ereditari che, a suo dire, ne era stata una
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diretta conseguenza. Qui Graffi, oltre all’eredità scientifica di Volterra, ci consegna la
sua stessa eredità scientifica, a pochi mesi dalla sua scomparsa. Fra l’altro, riferendomi
al lavoro di rassegna Graffi [73], oltre alla ricca bibliografia su Volterra, ritroviamo le
citazioni degli studi fondamentali di Graffi, aggiornati al 1989, e le referenze essenziali
per la termodinamica dei materiali con memoria.

Nel lavoro, dove è palpabile la grande ammirazione per l’illustre scienziato, troviamo
definizioni aggiornate, dimostrazioni modificate per tener conto delle più recenti tecniche
matematiche, e spesso ottenute in modo autonomo, oltre a “spunti” del tutto originali.

Con molta ragione, la comunità scientifica internazionale ritiene Graffi il principale
successore del lavoro di Volterra nello studio dei materiali con memoria.

In particolare, a Graffi si deve il merito di aver intuito che i risultati di Volterra
sull’energetica dei fenomeni ereditari, in ambito meccanico, con una re-interpretazione
opportuna, rimangono validi anche in chiave termodinamica.

Visto che la termodinamica viene estesa ai materiali con memoria nel 1964, con la me-
moria fondamentale di Coleman [23], di fatto Graffi riconosce a Volterra il ruolo di pre-
cursore della termodinamica dei fenomeni ereditari. Seguendo il punto di vista di Graffi
su Volterra, uniformando le notazioni a quelle in uso corrente, vogliamo commentare il
ruolo scientifico primario di Graffi in questo campo.

Nell’approccio Lagrangiano e omettendo la dipendenza dalla coordinata spaziale fissa
X, la forma standard dell’equazione costitutiva per la viscoelasticità lineare, in versione
3D, si scrive

T (t) = G(0)E(t) +

∫ ∞

0
G′(s)Et(s) ds (37)

dove T (t) è il tensore degli sforzi di Cauchy, E(t) = (∇u + ∇uT )/2, rappresenta il
tensore di deformazione infinitesima, G(0) e G′(s) sono tensori del quarto ordine sim-
metrici, dipendenti dal materiale, con il ruolo di modulo elastico istantaneo e di funzione
di memoria o di rilassamento rispettivamente.

Come nella sezione 4, indichiamo con Et(s) = E(t− s), s ≥ 0 la storia passata del
tensore di deformazione.

Nello scrivere la (37), Graffi tiene conto del principio dell’invariabilità dell’azione
ereditaria per il tensore di memoria, introdotto da Volterra: così l’integrale di memoria∫ t
−∞G′(t, τ)E(τ) dτ , sotto la condizione G′(t, τ) = G′(t − τ), con il cambio di

variabile s = t− τ assume la forma dell’integrale in (37).
Supponiamo G(0) definito positivo e in base al Principio della “Fading Memory” (in

breve PFM), prendiamo G′(s) ∈ L1(0,∞), nullo per s = ∞, e assumiamo l’esistenza
di una funzione di influenza h(s) > 0 tale che lims→∞ srh(s) = 0 per qualche r >
0 e

∫∞
0 ∥G′(s)∥2 h(s)−2 ds < +∞. Graffi in due articoli del 1974 citati in Graffi

[73] suppone che le componenti G′
ijhk(s), insieme alle loro derivate, per s → ∞ siano

O(s−(1+r)) per qualche r > 0.
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Usando la formula
G(∞) =

∫ ∞

0
G′(s) ds+G(0) (38)

nella (37) si ottiene

T (t) = G(∞)E(t) +

∫ ∞

0
G′(s)Et

r(s) ds, (39)

che introduce la deformazione relativa Et
r(s) = Et(s)−E(t), legata alla definizione di

spostamento di Dafermos [25], η(t, s) = u(t)− ut(s).
La notazione G(∞) indica il modulo elastico in equilibrio, definito positivo, con

G(0)−G(∞) definito positivo.
L’idea cruciale di Graffi nel 1974, fu quella di dimostrare la consistenza termodina-

mica della (39), nell’ambito della Termodinamica dei materiali con memoria, proponen-
do come energia libera ψ, per unità di volume, l’energia potenziale interna evidenzia-
ta da Volterra nella formula per la potenza meccanica interna Pm(t) = T (t) · Ė(t)
sperimentalmente non negativa.

La formula di Volterra si legge

T (t) · Ė(t) =
d

dt
ψ(t) + Ed, (40)

dove Ed =
∫∞
0 G′′(s)Et

r(s) ·Et
r(s) ds, rappresenta l’energia dissipata (non negativa) e

ψ =
1

2

(
G(∞)E(t) · E(t)−

∫ ∞

0
G′(s)Et

r(s) · Et
r(s) ds

)
(41)

rappresenta l’energia libera di Graffi, indicata poi con ψG e conosciuta nella letteratura
scientifica internazionale come l’energia libera di Graffi-Volterra.

Per ottenere questo risultato, si usa un’identità di Volterra, riportata da Graffi in Graffi
[73] pag. 68 (1.3), che nelle nostre notazioni si legge

Et
r(s) ·

d

dt
Et(s) = −Et

r(s) ·
d

ds
Et

r(s) = − 1

2

d

ds
(Et

r(s) · Et
r(s)).

Poi si procede ad una integrazione per parti, tenendo conto che G′(∞) = 0 e che Et
r(s)

risulta nulla per s = 0. La non negatività di Ed porta alla non negatività del tensore
G′′(s) che, a sua volta, porta alla monotona crescita di G′, nullo per s = ∞; il tensore di
memoriaG′(s) risulta dunque un tensore simmetrico definito negativo, e trova conferma
la condizioneG(0)−G(∞) definito positivo, dato che il tensoreG(s) è definito positivo
ma decrescente in s.

Quindi, sotto queste restrizioni, la teoria costitutiva per la viscoelasticità lineare risulta
compatibile con la termodinamica.

L’espressione (41) per ψG, risulta > 0, presenta una dipendenza quadratica da E(t)
e dal funzionale storia relativa Et

r(s), e soddisfa le tre condizioni imposte dalla termodi-
namica per la caratterizzazione dell’energia libera, cioè
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(I) T (t) = ∂ψ(t)/∂E(t),

(II) fra tutte le storie Et(s) che per s = 0 sono costanti, E(t) = Ec, la ψG risulta
minima in corrispondenza di Et(s) = Ec, per ogni s > 0, cioè ψ(Et)³ψ(Et

c),

(III) vale la disuguaglianza di Clausius-Duhem per processi isotermici,

dψ/dt²T (t) · Ė(t).

La (III) ci restituisce l’intuizione cruciale di Graffi che aveva saputo cogliere gli aspetti
termodinamici nelle considerazioni a carattere puramente meccanico di Volterra.

9. Effetti ereditari – Viscoelasticità II

Nel caso 3D, in due citatissimi lavori del 1974, Graffi affronta il modello più semplice dei
corpi isotropi e omogenei per cui, mantenendo le notazioni precedenti, i moduli elastici
e i coefficienti di memoria/di rilassamento sono definiti, per ogni i, j, h, k da 1 a 4

G(∞)ijhk = λ(∞)δijδhk + 2µ(∞)δihδjk (42)

G′(s) = λ′(s)δijδhk + 2µ′(s)δihδjk, (43)

dove λ(∞) e µ(∞) sono costanti > 0, identificabili con le costanti elastiche di Lamé
mentre λ′(s) e µ′(s) rappresentano i coefficienti viscoelastici di Lamé, nulla all’inftinito.

Seguendo gli argomenti classici della Termodinamica, come l’applicazione del Lem-
ma di Coleman e la decomposizione dei tensori di deformazione istantanea e relativa
E(t) ed Et

r(s) nelle loro parti deviatoriche ED, Et
r(s)

D e sferiche trE(t) = ∇ · u,
trEt

r(s) = ∇ · utr(s), dalla compatibilità con la seconda Legge della Termodinamica,
sempre per processi isotermici, ottiene le seguenti restrizioni termodinamiche alle scelte
delle funzioni di memoria

3λ′′(s) + 2µ′′(s) ≥ 0, µ′′(s) ≥ 0. (44)

Dunque 3λ′(s) + 2µ′(s) e µ′(s) sono funzioni non decrescenti, nulle per s → ∞, per
cui

3µ′(s) + 2µ′(s) ≤ 0, µ′(s) ≤ 0. (45)

Graffi nota che tali restrizioni, legittimate dalla termodinamica, in un altro contesto, per
la dimostrazione di un teorema di unicità le aveva ammesse come intuitive, dal punto
di vista sperimentale. Nel caso in cui trE = 0, ovvero per spostamenti solenoidali,
l’espressione dell’energia libera di Graffi si riduce alla forma

ψG = µ(∞)E(t) · E(t)−
∫ ∞

0
µ′(s)Et

r(s) · Et
r(s)ds. (46)
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Osserviamo che un liquido viscoelastico isotropo e omogeneo è governato dall’equazione
costitutiva

T = −pI +

∫ ∞

0
2µ(s)Dt(s) ds, (47)

dove p rappresenta la pressione, µ(s) è il coefficiente viscoelastico di memoria che pren-
diamo in L1(0,∞), sapendo che µ(∞) = 0, D(t) è il tensore di deformazione che, per
piccoli spostamenti, vale proprio Ė(t).

L’equazione costitutiva, seguendo la teoria di Graffi-Volterra, si riscrive

T (t) =− pI + 2

∫ ∞

0
µ(s)

d

dt
Et(s) ds

= −pI − 2

∫ ∞

0
µ(s)

d

ds
Et

r(s) ds = −pI + 2

∫ ∞

0
µ′(s)Et

r(s) ds,

(48)

dopo un’integrazione per parti e tenendo conto del fatto µ′(∞) = 0 e che Et
r(s) = 0

per s = 0.
L’energia libera di Graffi è

ψG = −
∫ ∞

0
µ′(s)Et

r(s) · Et
r(s) ds, (49)

e per soddisfare le tre condizioni imposte sopra, per il coefficiente di memoria si deve ri-
chiedere µ′(s) < 0 e µ′′(s) ≥ 0 per ogni s > 0. La prima richiesta serve per la positività
mentre con la seconda ci assicuriamo l’azione non negativa dell’energia dissipata.

Questa teoria costitutiva con memoria viene poi generalizzata in Amendola et al. [1]
al caso di liquidi viscoelastici isotropi e omogenei, non semplici, del tipo gradiente del
secondo ordine, per cui il tensore degli sforzi “efficace” ha la forma

T (t) = −pI +

∫ ∞

0
2µ′(s)Et

r(s) ds−
∫ ∞

0
κ′(s)∇ ·∇Et

r(s) ds, (50)

dove κ′(s) denota l’ ulteriore coefficiente iperviscoelastico di memoria.
Per la consistenza termodinamica della nuova scelta costitutiva, al posto di (49), si

propone

ψG = −
∫ ∞

0
µ′(s)Et

r(s) · Et
r(s)ds−

1

2

∫ ∞

0
κ′(s)∇Et

r(s) ·∇Et
r(s) ds, (51)

sotto le condizioni aggiuntive κ′(s) < 0 e κ′′(s) ≥ 0 per gli stessi motivi del modello
semplice.

Consideriamo ora il caso 1D e, omettendo la dipendenza dalla coordinata spaziale X ,
partiamo dalla seguente relazione costitutiva fra lo sforzo σ(t) e la deformazione e(t)

σ(t) = g(∞) e(t) +

∫ ∞

0
g′(s) etr(s) ds (52)

30



Dario Graffi e la sua influenza

con il modulo elastico all’equilibrio g(∞) > 0, e(t) =
∂u

∂x
e la storia relativa etr(s) =

et(s)− e(t) per ogni s > 0.
Dalle precedenti considerazioni termodinamiche, sappiamo che g′(s) < 0 con la

condizione g′(∞) = 0, e con g(0)− g(∞) > 0.
Ritengo di interesse, anche per gli sviluppi successivi, riportare i passi chiave della

dimostrazione originale di Graffi, in Graffi [73], riguardante la determinazione del segno
di g′(s).

Il cuore dell’idea è considerare la deformazione di tipo sinusoidale, cioè
e(t) = A sin(ωt) per ogni t da −∞ a 0, con l’ampiezza A e la pulsazione ω costanti
positive.

In questo modo il lavoro dell’azione su un periodo p = 2π/ω vale

L =

∫ p

0
σ(t) ė(t) dt = Aω

∫ p

0
σ(t) cos(ωt) dt,

dove σ(t) soddisfa la (52).
Con semplice trigonometria si trova per il lavoro l’espressione

L = −1

2
A2ω p

∫ p

0
g′(s) sin(ωs) ds (53)

conforme alla (6.4) di Graffi [73], ma con le nostre notazioni.
Usando le parole di Graffi, L rappresenta l’energia dissipata che, sperimentalmente,

risulta non negativa.
Dunque, restringendoci a storie periodiche, ogni funzione di rilassamento g′(s), o

meglio ogni nucleo di memoria, deve soddisfare la disuguaglianza, nota come Proprietè
di Clausius

g′(ω) =

∫ p

0
g′(s) sin(ωs) ds²0 ∀ω > 0. (54)

Da questa importante disuguaglianza, nota in letteratura, come la disuguaglianza di Graf-
fi, derivata in Graffi [48], nell’ambito dell’aspetto ereditario dei fenomeni elettromagne-
tici, con considerazioni, giustificate fisicamente, e molto brillanti nella loro semplicità
matematica, si conclude che la funzione di rilassamento g′(s) deve essere negativa, cioè
che l’ereditarietà viscoelastica è ritardatrice.

Il fatto sorprendente è che questo articolo “geniale”, citatissimo a tutt’oggi, Graffi
lo pubblica nel 1928, a soli 23 anni! La restrizione (54), oltre a garantire l’invertibilità
della (52), risulta strategica per l’asintotica stabilità del problema dinamico e anche per
il problema quasi-statico, come dimostra Fichera [37] nel 1988.

Di rilievo poi che, per “testare” la compatibiltà con la termodinamica delle funzioni
di rilassamento, basta esaminare ciò che succede per storie sinusoidali.

Lavorando su cicli chiusi, la disuguaglianza di Graffi identifica la proprietà di Clau-
sius, come condizione necessaria e sufficiente per la validità della Seconda Legge della
Termodinamica, nella forma di Clausius-Duhem.
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Tuttora la (54) è strategica per tutte le ricerche sulle restrizioni imposte dalla termo-
dinamica alla forma dei funzionali costitutivi dei materiali con memoria, sia semplici che
non.

Un’ulteriore importante condizione su g′(s), legittimata fisicamente, partendo dalla
forma 1D della (37) e ponendo g′(0) = a > 0, si legge

∫ ∞

0
|g′(s)| ds < a,

che Graffi ottiene nel suo fondamentale articolo Graffi [71], mostrando così il legame fra
i moduli elastici, istantaneo e d’equilibrio, g(0)− g(∞) > 0, con g(∞) > 0.

Le tre condizioni termodinamiche non sono tuttavia sufficienti ad assicurare una sola
espressione dell’energia libera, così Graffi, in due essenziali studi del 1982 e 1986 ci for-
nisce un procedimento per la costruzione di una energia libera alternativa, con la finalità
di confrontare la sua espressione ψG con quelle proposte da Day [26] e da Coleman e
Mizel, vedi Graffi [73].

Riprendiamo ora il vettore spostamento η(t, s) di Dafermos e introduciamo la nuova
notazione

E (t, s) = ∇η(t, s) = E(t)− E(t− s) = −Et
r(s)

che nella forma 1D diventa

ε(t, s) =
∂η

∂x
= etr(s).

Mettendoci nel caso 1D, in base alla relazione costitutiva (52), e tenendo conto della
definizione di ε(t, s), l’energia libera di Graffi assume la forma

ψG(t) =
1

2

(
g(∞) e(t)2 −

∫ ∞

0
g′(s) ε(t, s)2 ds

)
. (55)

Come osservato prima, le condizioni necessarie e sufficienti per la consistenza termodina-
mica di ψG sono g′(s) < 0 e g′′(s) ≥ 0. Modificando nell’espressione dell’energia libera
il termine dipendente solo dalla storia et(s), in modo però che siano rispettate le prime
due condizioni (I) e (II), tenendo conto della (38) Graffi propone la nuova espressione

ψD(t) =
1

2
g(∞) e(t)2 − 1

2
[g(∞)− g(0)]

[
e(t)− 1

g(∞)− g(0)

∫ ∞

0
g′(s)et(s) ds

]2

=
1

2
g(0)e(t)2 + e(t)

∫ ∞

0
g′(s) et(s) ds− 1

2

1

g(∞)− g(0)

(∫ ∞

0
g′(s)et(s) ds

)2

che nella versione tensoriale diventa

ψD(t) =
1

2
G(0)E(t) · E(t) + E(t) ·

∫ ∞

0
G′(s)Et(s) ds

− 1

2
(G(∞)−G(0))−1

∫ ∞

0
G′(s)Et(s) ds ·

∫ ∞

0
G′(s)Et(s) ds.

(56)
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Si nota subito che in ψD non compare il tensore di deformazione relativo Et
r(s).

Applicando la formula (4) di Volterra, Graffi (1982) dimostra che la condizione ne-
cessaria per la non negatività di Ed, cioè perché sia soddisfatta anche la (III), risulta

g′(s) g′′(s)

g(0)− g(∞)
≤ 0 (57)

sempre garantita sotto le nostre condizioni.
Con un esempio, però Graffi mette in evidenza che la (57) non è in generale sufficiente

per la validità della condizione

−Ed =
1

g(0)− g(∞)

∫ ∞

0
g′(s) ε(t, s) ds

∫ ∞

0
g′′(s) ε(t, s) ds²0, (58)

concludendo che non si può affermare che l’espressione (56) rappresenti, in ogni caso,
l’energia libera alternativa cercata. Naturalmente la condizione (57) diventa necessaria
e sufficiente per la (58), considerando funzioni di rilassamento esponenziali, del tipo
g′(s) = −k exp(−s/λ), k e λ > 0, somme di esponenziali di questo tipo, o sotto
opportune condizioni di convergenza, serie di esponenziali, ritrovando così le espressioni
di Day e di Coleman-Mizel.

Inoltre, dal confronto fra ψG e ψD, applicando la disuguaglianza di Schwarz, segue

ψD ≤ ψG (59)

che, a sua volta, permette di individuare un valore maggiorante per il massimo lavoro
ricuperabile.

Nel caso 3D Graffi nel 1986 dimostra che condizione necessaria affinché ψD, definita
nella (56), soddisfi anche la condizione (III), cioè −Ed ≤ 0, è che

(G(0)−G(∞))−1

∫ ∞

0
G′(s)E (t, s) ds ·

∫ ∞

0
G′′(s)E (t, s) ds²0. (60)

Escludendo il caso della storia costante, pur essendo i tensori simmetrici G′(s) e G′′(s)
definiti di segno opposto, per gli stessi motivi di prima, non si può affermare in generale,
la validità della (60). Il discorso risulta diverso per nuclei di memoria esponenziali, co-
me G′(s) = −G′(0) exp(−s/λ), G′(0) tensore costante definito positivo e λ costante
positiva.

10. Effetti ereditari - Commenti conclusivi

Morro e Vianello [91], studiano teorie costitutive per la viscoelasticità lineare, nell’ambi-
to della termodinamica delle variabili interne. Seguendo Graffi, trovano un’espressione
dell’energia libera del problema del tipo ψD e ne dimostrano l’unicità.
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Risulta evidente che tutte le teorie costitutive, di tipo “rate”, in avanti o all’indietro
nel tempo, danno luogo, con passaggi formali, ad equazioni integro-differenziali, con
nuclei di memoria esponenziali, che rispettano l’invariabilità dell’ azione ereditaria; vedi
per esempio l’equazione di Cattaneo (13) della sezione 4.

Graffi, in collaborazione con Fabrizio [76], [77], per materiali viscoelastici lineari di
tipo “rate”, in cui la funzione di rilassamento G′(s) è una combinazione lineare di n
esponenziali, del tipo serie di Prony, affronta anche la questione essenziale dello stato del
sistema all’istante t, dimostrando che dipende solo dalla (n+1)-pla (E(t), Eα1(t), . . . ,
Eαn(t)), dove Eαk

(t) =
∫ t
−∞ exp(−αk(t − τ))E(τ) dτ , per coefficienti αk > 0 e

diversi fra loro. Con un controesempio dimostrano che anche in questo caso l’energia
libera trovata non è unica.

Graffi amava ripetere che ogni teoria scientifica, senza nulla togliere al merito di chi
l’ha ideata, viene presto o tardi superata da nuove scoperte e inquadrata in teorie più
ampie.

Aggiungiamo a questa realistica consapevolezza, che però non ci sarebbero nuove
ricerche, senza le cruciali intuizioni di chi le ha originate la prima volta.

La viscoelasticità lineare e non lineare, anche con nuclei di memoria illimitati. vedi
p.es. Fabrizio e Morro [34], ha sempre attirato l’attenzione di autorevoli studiosi con
risultati molto interessanti. Leggendo questi lavori, però l’eredità scientifica di Graffi
risulta palpabile, anche nel modo in cui vengono presentati gli argomenti. Per esempio
fra i lavori più recenti si vedano Fabrizio et al. [35], Morro [90] e Golden [45], con relative
bibliografie.

Di recente, gli effetti di memoria per una vasta tipologia di fenomeni della vita reale e
delle scienze sociali, vengono descritti con l’uso dell’operatore frazionario di Caputo, con
nucleo di memoria singolare o, con l’operatore di Caputo e Fabrizio [11] che, presentando
un nucleo esponenziale sembra più adatto non solo nelle varie applicazioni, ma anche per
un confronto costruttivo con le teorie di Graffi-Volterra per i fenomeni ereditari.

Apparentemente i due approcci sono similari, ma Fabrizio [33], mostra che le coinci-
denze riguardano più i fluidi viscoelastici che i solidi, proprio a causa del nucleo singolare
che non sta inL1; ma le conclusioni forse potrebbero cambiare con la derivata frazionaria
di Caputo-Fabrizio!

Morro [90], nel caso del nucleo illimitato, nello spirito di Graffi, affronta il problema
della compatibilità con la termodinamica della teoria costitutiva viscoelastica frazionaria,
e conclude che risulta un interessante problema aperto trovare un’espressione per l’energia
libera.

Bologna, grazie alla figura carismatica di Graffi, bolognese di adozione se non di na-
scita, come amava definirsi, non solo per i fondamentali risultati delle sue ricerche e per
la sua generosità scientifica, ma anche per i rapporti umani che sapeva creare, durevoli
nel tempo, era sempre al centro dell’attenzione di tutti i dibattici scientifici della Fisica
Matematica. Si può dire che le personalità internazionali più autorevoli, come Coleman,
Serrin, Truesdell, solo per fare alcuni nomi, fossero proprio “di casa”!
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Vale la pena di segnalare che negli anni ottanta, nell’ambito della viscoelasticità lineare,
il PFM viene sottoposto a critiche di diversa natura. Nello specifico, si apre un garbato e
conturbante dibattito sul ruolo del PFM nella scelta di possibili funzioni di rilassamento,
compatibili con la termodinamica, ma anche ovviamente adatte ad assicurare al problema
integro-differenziale, nel quale il problema fisico si traduce, un teorema di esistenza e
anche un teorema di unicità

Fichera [38], da analista puro, solleva la questione delle difficoltà matematiche nell’a-
vere una memoria molto tenace, evidenziando nel contempo i rapporti difficili, dal punto
di vista scientifico, con i fisici matematici, preoccupati che i fondamenti fisici venissero
comunque rispettati.

Graffi partecipa alla questione con un ruolo di primo piano, dando l’essenziale contri-
buto scientifico Graffi [71], che dedica proprio all’amico Fichera per i suoi sessanta anni,
e per dirimere, una volta e per tutte, le polemiche, organizza all’Accademia dei Lincei nel
maggio del 1986 una tavola rotonda sul tema “Continui con Memoria”, invitando tutti
gli autorevoli protagonisti alla resa dei conti finale.

Secondo Graffi, il vero scienziato deve avere una buona preparazione culturale, sicuro
razioncinio, tenacia nelle ricerca senza scoraggiarsi per eventuali insuccessi, ed altre qualità
come la curiosità, ma solo con la fantasia può raggiungere quelle scoperte che imprimono
alla Scienza una svolta decisiva.

Graffi è stato un vero, grande, scienziato!
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Geometria e Algebra a Bologna dal secondo dopoguerra

Mirella Manaresi∗, Angelo Vistoli**

Nel 1938 i professori di Matematica nella Scuola di Scienze dell’Università di Bologna
sono: Pietro Burgatti, Luigi Fantappiè (dal 1935 comandato presso l’Università di San
Paolo in Brasile), Beppo Levi e Beniamino Segre. Dal 1937 al 1939 aveva tenuto corsi di
Geometria a Bologna anche Annibale Commessatti, professore a Padova.

Burgatti muore nel maggio 1938, Fantappiè lavora all’estero, Levi e Segre sono co-
stretti ad andare all’estero per colpa delle leggi razziali. Solo Segre tornerà a Bologna
nel dopoguerra dal 1945 al 1950, per poi andare a Roma come successore di Francesco
Severi. Le leggi razziali hanno stravolto la matematica bolognese.

Cercheremo di esaminare cosa è successo per l’Algebra e la Geometria a Bologna
dal secondo dopoguerra, discutendo solo l’attività di matematici che non sono più fra
noi.

Mario Villa (1907-1973)

Per quel che riguarda la Geometria, in seguito alle perdite di cui si è detto, nel 1939 arriva
a Bologna, sulla cattedra di Geometria Analitica e Proiettiva, Mario Villa, che era stato
ternato in un concorso a cattedre bandito dall’Università di Torino nel 1938.

Nato nel 1907 a Castelgoffredo (Mantova), Mario Villa si laurea in Matematica a
Pavia nel 1930 con Luigi Belzolari. Nel 1931-1932 è a Parigi con una borsa di studio
presso l’Istituto Henry Poincaré, dove studia con Elie Cartan. Nel 1932 Villa diviene
assistente presso l’Università di Pavia e incaricato a Genova, nel 1933 consegue la Libera
Docenza in Geometria Analitica e Proiettiva. A Bologna Villa rimane fino alla morte, te-
nendo gli insegnamenti di Geometria Superiore, Geometria Differenziale e Matematiche
Complementari, oltre a dirigere per anni un Corso di perfezionamento in Matematiche
Elementari da un punto di vista superiore.

∗Dipartimento di Matematica, Alma Mater Studiorum – Università di Bologna. E-mail: mirel-
la.manaresi@unibo.it

**Scuola Normale Superiore, Pisa. E-mail: angelo.vistoli@sns.it
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La sua produzione scientifica comprende circa un centinaio di lavori riguardanti va-
ri campi della Geometria e della Didattica della Matematica. Le sue ricerche hanno
come temi la Geometria Proiettiva di enti algebrici 1934-1935), la Geometria sul cam-
po complesso e degli enti iperalgebrici dal 1936, la Geometria Proiettivo-Differenziale
dal 1938.

Dal 1945 al 1969 Villa ricopre la carica di Segretario dell’Unione Matematica Italiana.
Muore a Bologna nel 1973.

Beniamino Segre (1903–1977)

La figura scientificamente più rilevante tra quelle che prendiamo in considerazione è
sicuramente quella di Beniamino Segre.

Egli nasce a Torino nel 1903 e qui, a partire dal 1919, frequenta l’Università, lau-
reandosi nel 1923 con Corrado Segre, a cui era legato da vincoli di parentela. Tra i suoi
maestri a Torino, oltre a Corrado Segre, ci sono Giuseppe Peano, Gino Fano, Guido
Fubini e Carlo Somigliana.

Nello stesso anno della laurea, oltre a pubblicare un articolo legato alla sua tesi, pub-
blica un articolo di idrodinamica, in cui viene studiata l’origine degli anticicloni. Fino
al 1926 Segre resta a Torino come assistente, nel 1926-27 va a Parigi da Elie Cartan,
con una borsa della fondazione Rockefeller, poi diventa assistente di Francesco Severi a
Roma. Nel volume Mathematicians in Bologna 1861-1960 [C], edito da Salvatore Coen,
Edoardo Sernesi [Se] fa un quadro molto interessante e completo dei risultati di Benia-
mino Segre sulle curve algebriche e i loro moduli ottenuti all’inizio della sua carriera, tra
il 1928 e il 1930, quando era assistente di Severi a Roma.

Quando nel 1931 ottiene una cattedra di Geometria a Bologna Segre ha già 40 pubbli-
cazioni, che vanno dalla Geometria Algebrica alla Geometria Differenziale, dalla Topolo-
gia alle equazioni differenziali. Durante il primo periodo bolognese continua a pubblicare
profusamente, soprattutto su questioni classiche di teoria delle superfici.

Il 16 ottobre 1938 Segre viene espulso dall’Università di Bologna per via delle leggi
razziali ed è costretto a rifugiarsi in Inghilterra, insieme alla moglie e ai tre figli, e qui
passa un periodo molto duro, come raccontato da P. Du Val [D]. Dopo un soggiorno
a Londra e Cambridge, nel 1940, in seguito all’entrata in guerra dell’Italia, Segre viene
mandato senza la famiglia nell’Isola di Man come “nemico straniero”; nello stesso anno
perde il figlio più piccolo. Poi, nel 1942, ottiene una posizione di docente a Manchester
con Louis Mordell.

Nonostante le grandi difficoltà personali, il periodo inglese è scientificamente pro-
duttivo: gli interessi scientifici di Segre sono rivolti in parte al tentativo di estendere a
varietà complesse lisce di dimensione maggiore o uguale a tre risultati suoi e risultati di
Severi per le superfici, ma inizia anche a nascere in lui un forte interesse per gli aspet-
ti combinatorici della Geometria. Per esempio, nella monografia The non-singular cubic
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surfaces [S1], scritta a Cambridge nel 1941, Segre studia gli aspetti combinatorici della
struttura delle 27 rette su una superficie cubica. Nel periodo trascorso a Manchester Segre
ottiene importanti risultati in Geometria Algebrica, ma anche sulle equazioni diofantee
e l’aritmetica delle varietà algebriche, stimolato dalle discussioni con Mordell e con Kurt
Mahler.

Nel 1946 Segre torna a Bologna, dove rimane fino al 1950, anno in cui va a Roma
come successore di Francesco Severi. Come afferma Vesentini in [V1], dall’Inghilter-
ra Segre ritorna con nuovi temi di ricerca e con una visione più ampia e più matura
della matematica.

Nell’a.a. 1946/47 a Bologna Segre tiene un corso da cui ha origine il volume delle
Lezioni di geometria moderna [S2], dedicato ai fondamenti della Geometria su un campo
arbitrario. Segre pensava che a questo primo volume ne sarebbero seguiti altri due, dedi-
cati rispettivamente alla Geometria Proiettiva non lineare con applicazioni aritmetiche e
al gruppo delle applicazioni birazionali. Questo progetto editoriale non andò in porto,
ma tredici anni dopo uscì l’edizione inglese delle Lezioni [S9], molto ampliata rispetto
a quella italiana, soprattutto nei capitoli sugli spazi di Galois e sui piani grafici non de-
sarguesiani e con l’aggiunta di nuovi capitoli. In quei tredici anni e in quelli successivi
l’interesse scientifico di Segre è prevalentemente rivolto ai campi finiti e alla loro appli-
cazione allo studio di spazi lineari finiti. L’interesse per gli aspetti combinatorici della
Geometria era già molto evidente in un lavoro del 1949 sulla configurazione delle 27
rette su una superficie cubica su un campo qualsiasi, anche finito (si veda [S3]). In [S7]
e [S8] Segre caratterizza le ovali nei piani finiti e questi risultati saranno successivamente
generalizzati agli spazi tridimensionali da A. Barlotti e G. Panella. La Geometria Com-
binatorica iniziata da Segre andrà poi a influenzare la combinatoria algebrica sviluppata
da Gian Carlo Rota e altri.

Nel 1950 Segre aveva fatto tre lezioni a Londra, pubblicate nel 1951 come Arithme-
tical questions on algebraic varieties [S4], in cui poneva molte domande su quali risultati
continuassero a valere cambiando il campo base. Nell’ultima parte della sua vita Segre
si dedica allo studio della Geometria su campi diversi da quello dei numeri complessi
e nel lavoro Le geometrie di Galois [S10] del 1967 sono raccolti i principali risultati da
lui ottenuti.

Due tra i lavori più importanti di Segre in Geometria Algebrica vengono pubblicati
poco dopo il periodo bolognese. Nel 1952 esce la sua dimostrazione rigorosa dell’esisten-
za della risoluzione delle singolarità di una superficie algebrica (si veda [S5]), nel 1953
viene pubblicato uno dei suoi lavori in assoluto più importanti [S6], in cui introduce
quelle che sono ora note come classi di Segre, che giocano un ruolo fondamentale in teo-
ria dell’intersezione (si veda William Fulton, Intersection Theory [F]) e nello studio degli
spazi singolari (si veda Paolo Aluffi [A]).

Il primo studente di Segre a Roma è stato Edoardo Vesentini, che lo ha commemorato
in [V1] [V2] e [V3] con molti ricordi personali; il più noto allievo di Segre nel campo
delle Geometrie Finite è stato Giuseppe Tallini. Segre muore a Frascati nel 1977.
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Antonio Rosati (1923-2011)

Nel 1969 viene chiamato a Bologna sulla prima cattedra di Algebra per l’Ateneo Lui-
gi Antonio Rosati, che rimarrà solo due anni a Bologna, prima di trasferirsi a Firenze
nel 1971.

Rosati, dopo essersi laureato a Firenze, per alcuni anni è professore di Matematica
presso un Istituto Tecnico, pur continuando a pubblicare lavori di teoria dei numeri. Nel
1954-55 inizia a collaborare con Guido Zappa, spostando i propri interessi scientifici
sulla teoria dei gruppi e le geometrie finite. Nel 1964-65 risulta vincitore di un con-
corso a cattedre di Algebra presso l’Università di Catania, per poi passare all’Università
di Modena e successivamente a Bologna, dove avvia alla ricerca su problemi di teoria
dei gruppi due giovani matematici. Nel lavoro di Guido Zappa (Luigi Rosati studioso e
maestro [Z2], 1996) viene presentato un quadro dei risultati ottenuti da Rosati nell’arco
della sua carriera.

Adriano Barlotti (1923–2008)

Un anno dopo la partenza di Rosati, nel 1972 arriva a Bologna Adriano Barlotti.
Nato a Firenze nel 1923, Adriano Barlotti inizia a studiare matematica a Firenze nel

1942. Laureatosi con Luigi Campedelli, nel 1953 incontra Guido Zappa e, influenza-
to da lui, inizia a lavorare in Geometria Finita, sulla scia di lavori di Lucio Lombardo
Radice, Beniamino Segre e dello stesso Zappa. Studia dapprima archi e calotte in spazi
proiettivi finiti, poi cerca di generalizzare un risultato di H. Lenz, che nel 1954 aveva
studiato i piani proiettivi in base al numero delle coppie punto-retta (A, a), con il punto
A che appartiene alla retta a, rispetto alle quali un piano proiettivo è (A, a)-transitivo
e aveva dato un limite superiore per questo numero. Barlotti toglie la limitazione che
il punto appartenga alla retta e arriva a quella che è nota come classificazione di Lenz-
Barlotti dei piani proiettivi. Ognuna delle classi di Lenz si spezza in più sottoclassi di
Barlotti e queste risultano in totale 24. L’appartenenza di un piano proiettivo ad una
classe si riflette in proprietà dell’anello ternario di Marshall Hall collegato al piano stes-
so. Questa classificazione è stata punto di partenza per molte ricerche nel settore, sia nel
tentativo di costruire esempi di piani proiettivi appartenenti alle singole classi, sia per
provare che qualche classe non contiene alcun piano proiettivo o alcun piano proiettivo
finito.

Invitato da R.C. Bose, Barlotti passa l’anno accademico 1964-1965 a Chapel Hill
presso la University of North Carolina, dove inizia una serie di ricerche volte a costruire
ogni piano non desarguesiano partendo da spazi proiettivi a più dimensioni. Il primo
esempio di piano non desarguesiano era stato costruito da Hilbert nel 1901 e l’anno suc-
cessivo, semplificando l’esempio di Hilbert, l’astronomo americano Forest Ray Moulton
aveva fornito un esempio ora noto come piano di Moulton.
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Nel 1967 Barlotti diventa professore straordinario presso l’Università di Palermo, ma
alla fine dello stesso anno si trasferisce a Perugia. Tra il 1967 e il 1971 Barlotti rima-
ne a Perugia, dove è uno degli artefici della nascita del corso di Laurea in Matematica
ed è la guida di un gruppo che riunisce, intorno a numerosi visitatori stranieri, molti
giovani ricercatori. Nel 1972 si trasferisce a Bologna, prima su una cattedra di Algebra,
poi di Geometria.

Soprattutto ad opera di Beniamino Segre e di Guido Zappa la scuola italiana di Geo-
metria Combinatorica si era nel frattempo consolidata, ottenendo risultati importanti, e,
insieme a Giuseppe Tallini, Barlotti ne diventa un punto di riferimento.

Adriano Barlotti rimane 10 anni a Bologna, per poi tornare a Firenze nel 1982 su
una cattedra di Matematiche Complementari, dove resterà fino alla fine della sua carriera
accademica. Negli anni bolognesi Barlotti è la guida di un gruppo di giovani ricercatori,
alcuni dei quali sono stati da lui stesso indirizzati verso nuovi campi di ricerca in Geome-
tria Combinatorica, che venivano sviluppati in quegli anni, in particolare da Gian Carlo
Rota. L’ambiente scientifico che Barlotti sviluppa a Bologna, grazie anche all’invito di
numerosi professori visitatori, è molto vivace e favorevole alla crescita dei giovani, alcuni
dei quali diventeranno professori a Bologna o in altre università.

Un incontro fondamentale per l’attività scientifica di Adriano Barlotti è quello con
Karl Strambach, professore ad Erlangen, che diventa il principale collaboratore dell’ul-
tima parte della sua carriera. Tra i due nasce un sodalizio scientifico e un’amicizia, che
resteranno fortissimi fino alla morte di Barlotti. Insieme Barlotti e Strambach lavorano
sulla “Geometria dal punto di vista di von Staudt”, cercando di stabilire se certi tipi di
piani possono essere caratterizzati da proprietà del gruppo delle proiettività di una retta
in sé. Nei loro lavori Barlotti e Strambach costruiscono esempi di piani affini, proiettivi,
di Benz (di Moebius, di Laguerre, di Dembowski) in cui il gruppo delle proiettività di
una retta in sé ha comportamenti di tipo patologico.

Barlotti è stato commemorato in [Fa] e [GLS].

Paolo Salmon (1930-2018)

Dopo un anno dal trasferimento di Barlotti a Firenze, nel novembre 1983, arriva a Bo-
logna Paolo Salmon. La sua venuta è frutto di una decisione improvvisa e inaspettata,
anche per sua famiglia.

Nato a Firenze nel 1930, Paolo Salmon, normalista, si laurea a Pisa nel 1952 con
Giovanni Dantoni, geometra algebrico della scuola italiana classica. Subito dopo la lau-
rea inizia a lavorare sotto la guida scientifica di Aldo Andreotti, pisano, allievo di Fran-
cesco Severi, che dal 1951 era stato chiamato da Alessandro Terracini su una cattedra
a Torino.

Andreotti aveva trascorso un periodo di studio negli Stati Uniti, dove aveva conosciuto
Weil, Kodaira, Spencer, Lefschetz, Zariski e, grazie a questi, aveva iniziato a distaccarsi
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dall’impostazione tipica della scuola italiana di Geometria Algebrica e a utilizzare nuovi
metodi algebrici, analitici e differenziali. Andreotti aveva anche stabilito rapporti con il
matematico austriaco Wolfang Groebner, anche lui allievo di Severi, che aveva trascorso
un periodo a Gottinga da Emmy Noether, dove aveva imparato la teoria degli ideali e i
metodi algebrici alla base della Geometria Algebrica.

Andreotti è forse l’unico in Italia a presentare agli studenti la teoria degli ideali, so-
prattutto negli anelli di polinomi, in anni in cui l’Algebra non è ancora presente nei corsi
di laurea in Matematica. L’Algebra entrerà nel piano di studi della laurea in Matematica
solo nel 1960, in sostituzione della Chimica, fino a quel momento obbligatoria. Anche
fuori dell’Italia pochi erano i corsi introduttivi all’Algebra. Negli Stati Uniti il testo di
riferimento era Algebra di Birkhoff–Mac Lane [BM], in Italia esisteva il testo di Guido
Zappa [Z1] Gruppi, corpi, equazioni.

Dopo un anno a Roma con una borsa dell’Istituto Nazionale di Alta Matematica, dal
1954 al 1958 Paolo Salmon è professore incaricato a Torino, dove inizia a lavorare con
Andreotti a quello che può essere considerato il primo lavoro di Algebra Commutativa
in Italia (Anelli con unica decomponibilità in fattori primi ed un problema di intersezioni
complete [AS]), il cui risultato principale asserisce che dato un anello A e un suo ideale
primo p, l’anello A/p è fattoriale se e solo se tutte le sottovarietà irriducibili W di codi-
mensione 1 della varietà V = V (p) associata all’ideale p, sono intersezioni complete di V
con una ipersuperficie V (f ) di Kⁿ, ossia se e solo se l’ideale I (W ) si può esprimere come
I ( W ) = p + (f ). In termini algebrici questo teorema dice che un dominio noetheriano
R è fattoriale se e solo se ogni ideale primo di altezza 1 è principale.

Nel 1958 Salmon torna a Pisa e nel 1961 conosce a Firenze Pierre Samuel, che aveva
appena lavorato con Oscar Zariski ai due volumi di Algebra Commutativa dello Zariski-
Samuel [ZS] e che in quel periodo si occupava di problemi di fattorialità. Dal 1961 al
1963 Salmon va a Parigi da Pierre Samuel e lavora su varie tematiche di Algebra Commu-
tativa quali fattorialità, algebra simmetrica, algebra di Rees, anelli graduati, serie ristrette e
convergenti. In uno di questi lavori trova un controesempio a una congettura di Samuel,
che gli dà notorietà internazionale.

Nel 1964 viene bandito il primo concorso di Algebra in Italia e Salmon è uno dei tre
vincitori e viene chiamato all’Università di Genova. Qui, insieme ad una intensa attività
didattica, testimoniata anche dal suo testo Algebra [Sa1], pubblicato nei 1972, inizia la
sua attività di guida nell’avviamento dei giovani alla ricerca. Il primo giovane a rivolgersi
a lui è Silvio Greco, laureatosi a Pisa e dopo di lui gli allievi di Salmon saranno molto
numerosi, perché molti giovani colleghi si rivolgeranno a lui per essere indirizzati e aiutati
nella ricerca.

Claudio Procesi, nel suo intervento al convegno bolognese del marzo 2019 Paolo
Salmon e l’Algebra Commutativa in Italia https://eventi.unibo.it/salmon2019, ha scritto:
“Salmon, insieme a pochi altri, fa parte di quella generazione che ha avuto due compi-
ti importanti: creare gli standard (ed i testi) dell’insegnamento dell’Algebra in Italia e
formare la prima generazione di algebristi italiani”.
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Uno dei temi proposti da Salmon a Greco riguardava lo studio del gruppo di Picard
di un anello commutativo. Era noto che questo gruppo è banale per certe classi di anelli,
ad esempio gli anelli a fattorizzazione unica o gli anelli locali, ma non si sapeva molto
di più su quando questo gruppo fosse banale, né sul suo comportamento rispetto ad
estensioni quali polinomi e serie formali. Paolo Salmon [Sa2] si accorse che il gruppo di
Picard dell’anello k[x,y]/(xy) è banale e questo suggerì a Carlo Traverso in [T] di collegare
la banalità di questo gruppo alla nozione di seminormalità introdotta da Andreotti e
Bombieri in [AB]. Da questi lavori ha preso avvio un filone di ricerca sulla seminormalità
a cui hanno lavorato molti degli allievi di Salmon e degli allievi di suoi allievi, in varie
università italiane.

Nel 1965 a Varenna Salmon incontra David Buchsbaum, professore a Brandeis. esper-
to di questioni omologiche e autore di importanti lavori scientifici. Nel 1959, insie-
me ad Auslander, Buchsbaum aveva provato che gli anelli locali regolari sono fattoria-
li. Tra Salmon e Buchsbaum nasce una profonda amicizia e un sodalizio scientifico.
Salmon e molti dei suoi allievi passeranno periodi di studio alla Brandeis presso Buch-
sbaum o alla Northeastern da Eugene Gover, ex allievo di Buchsbaum e collaboratore di
Salmon.

Nel 1983 Salmon si trasferisce a Bologna, dove svolge un’intensa attività didattica,
avvia alla ricerca alcuni giovani ricercatori e partecipa attivamente all’attività scientifica
di un gruppo di giovani di formazione diversa che ha in lui il punto di riferimento. Alla
fine del 1988 viene a Bologna per la prima volta Rahim Zahare Nahandi, allora professore
dell’Università di Teheran. Zaare Nahandi aveva fatto il dottorato nel Minnesota con Joel
Roberts sulla seminormalità di certe proiezioni generiche e, tornato a Teheran, si sentiva
matematicamente isolato. Come scrive lui stesso, Paolo Salmon lo ha aiutato a trovare un
filone di ricerca, che è stato l’inizio di una lunga collaborazione, da cui sono nati tre lavori:
due riguardanti punti tripli analiticamente irriducibili ([SZ1] e [SZ2]) e uno ([SZ3] su
ideali di minori che definiscono singolarità generiche. Le tematiche di questi lavori sono
sicuramente legate a quelle della tesi di dottorato di Zaare Nahandi, ma l’impronta di
Paolo Salmon è molto forte.

Nel corso degli anni, in conferenze e seminari, oltre a divulgare temi di Geometria
Algebrica e Algebra Commutativa, Salmon aveva parlato più volte della propria idea di
una “didattica collegata alla ricerca” e nel 1989 passa dalla cattedra di Geometria a quella
di Matematiche Elementari, diventando punto di riferimento indiscusso dell’indirizzo
didattico della laurea in Matematica e dove riesce a sviluppare le idee già enunciate al
Congresso UMI di Palermo del 1979: “Non si può accettare una separazione netta e
definitiva tra la ricerca avanzata, riservata agli specialisti, e una didattica dai contenuti
limitati. La riflessione critica sulle teorie elevate deve portare ad uno sforzo continuo
di “elementarizzazione”di tutti i contenuti di tali teorie. La ricerca di esempi semplici
ma significativi, che consentano una pur parziale comprensione di proprietà profonde e
riposte, può costituire al tempo stesso un punto di partenza per una didattica collegata
alla ricerca avanzata ed un avvio di ricerche di carattere elementare, non degne forse di
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pubblicazione su riviste specializzate ma sempre molto utili se non indispensabili ad una
penetrazione nel vivo di una tematica. . .”.

Tra il 1990 e il 2002 Salmon è stato relatore di 123 tesi di laurea, prevalentemen-
te dell’indirizzo didattico, su argomenti di Algebra, Geometria, Storia della Matematica,
Logica e alcuni dei suoi laureandi hanno fatto brillanti carriere anche nell’industria e nella
pubblica amministrazione. Fino alla fine della sua carriera Salmon ha continuato a lavo-
rare scientificamente nel modo che gli era più congeniale: pensando sempre ad esempi
semplici su cui ragionare, fare calcoli e porsi domande. Era questo il modo che gli ave-
va consentito di trovare il controesempio alla congettura di Samuel e di studiare quegli
esempi che hanno fatto capire a Traverso il legame tra seminormalità e gruppo di Picard.
Nel 1991 Salmon scrive “ho imparato da Andreotti che si può cercare, con opportuni
esempi, di rendere più elementari le cose complicate e che ogni introduzione storica è gra-
dita all’uditorio. Ho poi cercato di arrecare apporti personali all’insegnamento ricevuto,
sottolineando sempre l’aspetto storico accanto a quello scientifico”.

In [V] Paolo Valabrega ha ricordato Paolo Salmon e le origini dell’Algebra Commu-
tativa in Italia.

Negli ultimi vent’anni il gruppo dei docenti di Algebra e Geometria bolognese è molto
mutato, con arrivi di docenti formatisi in altre università italiane e straniere.

I temi di ricerca coltivati ora a Bologna coprono Combinatoria Algebrica ed Enumera-
tiva, Teoria dei gruppi, teoria di Lie e teoria della rappresentazione, algebra commutativa,
Geometria Algebrica, Geometria Complessa, Topologia Geometrica, Teoria Geometrica
dei gruppi.
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UniBO si apre al mondo: un racconto personale del primo
collegamento a Internet

Ozalp Babaoglu∗

1. Introduzione

Questo articolo è basato sul seminario che ho tenuto all’Accademia delle Scienze nel
mese di novembre del 2021, un anno importante per me in quanto ha segnato il 40º
anniversario del mio dottorato di ricerca e l’inizio della mia carriera accademica, nonché
il 33º anniversario del mio arrivo in Italia, all’età di 33 anni. L’introduzione di Inter-
net all’UniBO è stata il risultato del lavoro di squadra di molte persone. Quello che sto
per raccontare è una visione strettamente personale e fortemente influenzata dalla mia
formazione negli Stati Uniti, in particolare durante gli anni trascorsi all’Università della
California, Berkeley, durante il mio dottorato di ricerca. Cercherò di costruire una cro-
nologia delle principali attività svolte a Bologna e di collocarle in un contesto più ampio
dello sviluppo di Internet a livello mondiale.

2. Capitolo americano

Mi sono trasferito negli Stati Uniti nel 1969 a seguito di un secondo incarico di mio
padre presso l’ambasciata turca. Il primo incarico di mio padre era stato infatti in Iraq,
a Baghdad, e il secondo a Washington D.C. dove rimasi fino al 1976, conseguendo il
diploma nel 1972, e successivamente la laurea. Arrivai a UC Berkeley dove ero stato
ammesso come studente di dottorato di ricerca in Informatica nell’agosto del 1976 dopo
essermi laureato presso la George Washington University. L’anno precedente al mio arri-
vo, Ken Thompson dei Bell Laboratories era stato a Berkeley per un anno sabbatico e aveva
portato con sé una copia del sistema Unix/v8, che aveva installato su un minicomputer
PDP-11/70 presso il Dipartimento di Informatica. Il sistema Unix era stato sviluppato
da Thompson insieme al suo collega Dennis Ritchie presso i Bell Laboratories nel 1970.

∗Dipartimento di Informatica – Scienza e Ingegneria (DISI), Alma Mater Studiorum – Università di
Bologna. E-mail: ozalp.babaoglu@unibo.it
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Nel 1983 Thompson e Ritchie ricevettero il premio Turing, il massimo riconoscimen-
to nel campo dell’Informatica, spesso paragonato al premio Nobel, per lo sviluppo del
sistema Unix.

Negli anni ’70 e ’80, le università di Berkeley e Stanford sono state i motori che
hanno dato vita alla Silicon Valley. Quando sono arrivato, a Berkeley si respirava un’aria
effervescente, piena di dinamismo e di iniziative. Il corpo docente del Dipartimento
di Informatica includeva illustri professori come: Richard Karp (Premio Turing 1985),
William Kahan (Premio Turing 1989), Manuel Blum (Premio Turing 1995), Michael
Stonebraker (Premio Turing 2014) e David Patterson (Premio Turing 2017).

Tra gli studenti di dottorato di ricerca, invece, vi erano: Silvio Micali (riceverà il
Premio Turing nel 2012), Shafi Goldwasser (riceverà il Premio Turing nel 2012 assieme
a Micali), Eric Schmidt (diventerà primo CEO di Novell nel 1997 e poi CEO di Google
dal 2001 al 2011), Dave Ditzel (fonderà la Transmeta Corporation nel 1995), Dale Skeen
(fonderà la Vitria Technology nel 1994), Randy Katz (diventerà coinventore del RAID
nel 1988 assieme a Patterson) e Bill Joy (all’epoca creatore di software come ex, vi, C-shell,
successivamente diventerà cofondatore della Sun Microsystems nel 1982 e svilupperà il
processore SPARC e contribuirà allo sviluppo del linguaggio Java).

Il primo anno del dottorato era dedicato a seguire corsi e superare i temutissimi esami
“qualifiers” per poter continuare con gli studi. Sempre durante il mio primo anno, ho
conseguito il titolo di “Master of Science” scrivendo una tesi su un supporto hardware
per velocizzare il gioco degli scacchi da parte di un computer [1]. La tesi era stata se-
guita dal Prof. Alvin Despain ed era ispirata dal computer scacchistico Belle sviluppato
da Ken Thompson e Joe Condon dei Bell Laboratories. Dopo aver superato i qualifiers,
nel 1977 iniziai l’attività di ricerca per il dottorato sotto la supervisione del Prof. Do-
menico Ferrari. Nell’anno successivo, il Dipartimento acquistò un VAX-11/780 della
Digital Equipment Corporation (Fig. 1), segnando una discontinuità con la precedente
linea PDP-11, in quanto l’architettura VAX era a 32-bit e implementava la memoria vir-
tuale. Nel 1979, Tom London dei Bell Labs di Holmdel riscrisse Unix/v8 per la nuova
architettura VAX, questo sistema è noto come Unix/32V. Sempre nel 1979, iniziai a la-
vorare con Bill Joy sul supporto della memoria virtuale nel sistema Unix/32V [2]. Una
riscrittura completa di Unix/32V, che includeva il mio codice per la memoria virtuale,
fu rilasciata come terza versione della Berkeley Software Distribution (3BSD) nel 1979 (le
prime due versioni, BSD 1 e 2, erano opera di Bill Joy e comprendevano applicativi come
ex, vi, C-shell, ma non costituivano un sistema operativo completo). La versione 3BSD
fu fondamentale affinché Berkeley ottenesse un importante contratto dalla Defense Ad-
vanced Research Projects Agency (DARPA) del Ministero della Difesa degli Stati Uniti per
lo sviluppo di una piattaforma standard per progetti finanziati e per soddisfare i requisiti
della nascente rete ARPAnet.

Nel giugno del 1986, UC Berkeley rilascia la versione 4.3BSD, che include il co-
dice di Bill Joy per TCP/IP, il nuovo protocollo di comunicazione sulle reti digitali, e
presto diventa il sistema operativo più diffuso su calcolatori VAX. Il rilascio di 4.3BSD
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Figura 1. Il VAX-11/780, scherzosamente chiamato “Ernie CoVax” per assonanza col nome
dell’attore televisivo americano Ernie Kovacs.

probabilmente è stato l’evento più significativo per innescare la rivoluzione di Internet.
L’elegante implementazione di TCP/IP di Bill Joy, basata sull’astrazione dei sockets, ha
reso la programmazione delle applicazioni di rete semplice come scrivere programmi che
interagiscono con dei file. Nel 1980, il Prof. Bob Fabry fondò a Berkeley il Computer Sy-
stems Research Group (CSRG), composto da studenti e programmatori professionisti, che
diventò il nucleo centrale per lo sviluppo del sistema Unix. Durante il suo 25º convegno
nel 1994, la Usenix Association distribuisce come ricordo un mazzo di carte da gioco con
le immagini di molti membri del CSRG (Fig. 2). Durante il mio dottorato a Berkeley, se-
guo diversi corsi di lingua italiana, per pura passione. Nel 1980 Domenico Ferrari prende
un anno sabbatico e va all’Università Cattolica di Piacenza. Riesce a ottenere una borsa
di studio della durata sei mesi per ospitarmi all’Istituto di Analisi Numerica del CNR a
Pavia, diretto dal Prof. Enrico Magenes. Durante mio soggiorno italiano, conosco due

Figura 2. Il mazzo di carte, oggi custodito al Computer History Museum a Boston, con le
immagini di alcuni “early members of the Unix community”.
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personaggi importanti: il primo è il Prof. Giuseppe Serazzi, che all’epoca insegnava a
Pavia, il secondo è Orazio Biasi, che ho conosciuto a una scuola organizzata da Ferrari
a Sogesta, appena fuori Urbino. Biasi è un giovane laureato in fisica dell’Università di
Bologna che all’epoca lavorava al CINECA. Con Biasi diventammo molto amici e mi
recai a trovarlo diverse volte a Bologna. In una di queste visite, su suggerimento del Prof.
Magenes, ho potuto conoscere il Prof. Ilio Galligani del Dipartimento di Matematica
dell’Università di Bologna.

Nell’estate del 1981, dopo aver trascorso 4 mesi in Turchia per adempiere al servizio
militare obbligatorio, torno a Berkeley e completo la mia tesi di dottorato. Ritorno a
Berkeley con un’idea fissa nella testa: un giorno mi piacerebbe vivere in Italia, a Bologna.
Nell’agosto del 1981, accetto l’offerta della Cornell University dove avevo svolto un col-
loquio prima di partire per la Turchia e prima di completare il mio dottorato di ricerca e
presentare la mia tesi (cosa che ho effettuato da remoto nel dicembre del 1981) [3].

Nel 1981, la National Science Foundation (NSF) estende ARPAnet e finanzia una
nuova iniziativa denominata CSNET. Nel 1982, il protocollo TCP/IP viene adottato
come lingua franca per tutte le reti finanziate dal Ministero della Difesa Americana. Nel
1983, la rete ARPAnet completa la transizione dal protocollo NCP al nuovo protocol-
lo TCP/IP. Nel 1985, Cornell diventa uno dei sei nodi della nuova rete denominata
NSFNET finanziata dalla NSF.

Nel 1985 partecipo al concorso nazionale in Italia per professori di prima fascia con
l’aiuto del Prof. Serazzi, che mi fa acquisire familiarità con la burocrazia italiana at-
traverso concetti come “carta bollata” e “spedizione postale con avviso di ricevimento”.
Serazzi gioca un ruolo fondamentale nella presentazione della mia domanda al ministero
in tempi utili. Quando il concorso si conclude nel 1986, con grande sorpresa di tutti, un
trentunenne, straniero, senza alcun sponsor italiano, risulta tra i vincitori nel settore di-
sciplinare Informatica. Tuttavia, per due anni il concorso va in tilt a causa dell’ambiguità
sulla questione della “reciprocità” tra la Turchia e l’Italia per quanto riguarda le cattedre
accademiche**.

Il Prof. Galligani, che avevo conosciuto durante la mia visita a Bologna nel 1981, si
prende a cuore la mia causa e nel 1986 si reca diverse volte al MURST e all’ambasciata
turca a Roma per cercare di risolvere la questione della reciprocità. Quando la burocrazia
fallisce, Galligani si improvvisa “investigatore privato” e si mette alla ricerca di casi che
potrebbero essere utili come precedenti. Verso la fine del 1986, trova il caso di Giacomo
Saban, allora Professore ordinario di Geometria presso la Sapienza di Roma, che aveva
insegnato Geometria presso l’Università di Istanbul dal 1952 al 1979.

Saban nacque a Istanbul nel 1926 da una famiglia italiana di discendenza ebraica sefar-
dita, i cui antenati erano stati espulsi dalla Spagna nel XV secolo e accolti dagli Ottomani
(Fig. 3). Nel gennaio del 1987, il concorso nazionale si sbloccò. Iniziarono subito i valzer
per le chiamate, con vari Dipartimenti, tra cui Roma, Salerno, Bari e Bologna, che mi

**Poiché nel 1985, non avevo ancora ottenuto la cittadinanza americana, avevo presentato la domanda al
concorso in Italia con sola la cittadinanza turca.
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Figura 3. Giacomo Saban con i genitori e la sorellina negli anni ’30.

corteggiarono. Tra questi, per me la scelta di Bologna fu abbastanza facile. Nel novembre
1987, ricevetti ufficialmente la chiamata dal Dipartimento di Matematica dell’Universi-
tà di Bologna per ricoprire il ruolo di Professore di prima fascia del Settore Scientifico
Disciplinare Informatica, una novità assoluta per Bologna.

3. Capitolo italiano

Nel dicembre del 1987, giunsi a Bologna pochi giorni prima di Natale, portando con
me due valigie di effetti personali e una workstation Sun SparcStation 2, una delle pri-
me workstation scientifiche, prodotta dalla Sun Microsystems fondata nel 1982 dal mio
compagno di Berkeley Bill Joy assieme a Scott McNealy, Andy Bechtolsheim, e Vinod
Khosla. La workstation insieme a un disco esterno (Fig. 4) mi erano stati regalati da Bill
Joy mentre ero ancora alla Cornell University.

Figura 4. Sun SparcStation 2 e il suo disco esterno “shoebox” da 71Mb.

Una volta installata la workstation Sun nel mio studio di Porta San Donato, iniziai il lun-
go percorso per realizzare il mio obiettivo di essere “connesso al mondo”, una possibilità
che avevo perso quando avevo lasciato la Cornell. La prima cosa che feci fu convince-
re il Dipartimento ad acquisire un modem Telebit TrailBlazer (Fig. 5) e collegarlo alla
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Figura 5. Modem Telebit TrailBlazer.

mia workstation. Il modem TrailBlazer era costoso e ingombrante, ma allo stesso tempo
rivoluzionario, poiché permetteva di trasferire informazioni a una velocità quattro volte
superiore (9600 bps contro 2400 bps) rispetto ai modem precedenti.

Nel 1989, il Dipartimento di Matematica divenne il nodo “ubdm” della rete nota
come Usenet. Usenet era una rete interessante perché non era basata su server o ammi-
nistratori centralizzati. Infatti, aveva un’architettura cosiddetta peer-to-peer, in cui tutti
i nodi hanno le stesse funzionalità e responsabilità. Nato nel 1980 come una versione
“povera” di ARPAnet, Usenet utilizzava il comando uucp (unix-to-unix copy) come tra-
sporto per la posta elettronica e il trasferimento dei file. Ogni notte alle ore 03.00, la mia
Sun-2 chiamava il nodo “ugdist” dell’Università di Genova per scambiare messaggi di
posta elettronica e la netnews, una delle primissime reti sociali dove persone con interes-
si comuni su vari argomenti potevano aggregarsi nei newsgroup. I newsgroup di Usenet
erano organizzati in thread, in modo simile alle attuali group chat o agli argomenti con
hashtag di Twitter. Molti termini del nostro linguaggio attuale di rete, come FAQ, spam,
trolling, flame wars, hanno origine proprio in Usenet.

A differenza di Twitter o delle group chat, i newsgroup di Usenet venivano creati attra-
verso un processo democratico tra gli utenti e avevano una struttura gerarchica. Mentre
gli otto gruppi di primo livello (i cosiddetti “Big Eight”: comp.∗, humanities.∗, misc.∗,
news.∗, rec.∗, sci.∗, soc.∗, talk.∗) erano fortemente regolamentati, un nono gruppo chia-
mato alt.∗ era “anarchico” nel senso che poteva essere esteso liberamente dagli utenti.
Di conseguenza, il newsgroup alt.binaries divenne presto il più popolare per il volume di
traffico, principalmente costituito da immagini pornografiche.

Occasionalmente, alcuni newsgroup venivano infiltrati da individui con cattive in-
tenzioni, con lo scopo di fare trolling, ovvero scrivere commenti dispregiativi per pura
provocazione (Fig. 6).

Ma Usenet non era solo un luogo di trolling e scambi aspri: c’erano anche gruppi di
grande coesione e amicizia. Uno di questi era rec.bicycles.racing, dove si discuteva della mia
passione – il ciclismo – e dove avevo raggiunto una certa fama. I miei post con i risultati
delle gare europee di ciclismo professionale erano molto apprezzati negli Stati Uniti in
un’epoca in cui siti Web e canali televisivi tematici satellitari non esistevano ancora. La
mia fama era anche dovuta al fatto di aver vinto più volte un concorso organizzato da un
appassionato cicloamatore americano di nome Bruce Hildenbrand (Fig. 7). Lo scopo del
concorso era quello di predire i risultati delle classiche ciclistiche di primavera, come la
Milano-Sanremo, il Giro delle Fiandre, la Parigi-Roubaix e la Liegi-Bastogne-Liegi.
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Figura 6. Trolling del newsgroup soc.culture.italian.

Verso la fine del 1988, il Dipartimento di Matematica aveva acquisito diversi dispositivi
di calcolo e comunicazione da affiancare alla mia vecchia Sun-2. Gli uffici dei docenti
erano stati cablati con Ethernet sottile, così come la sala lettura della biblioteca e l’aula En-
riques, dove avevo allestito un piccolo laboratorio didattico di programmazione per il mio
corso Teoria e Applicazioni delle Macchine Calcolatrici (TAMC) con computer Macintosh,
collegati tramite AppleTalk.

Figura 7. L’edizione 1994 del concorso ”Spring Classics Contest” dove la gara si è risolta sul
filo di lana tra me e l’olandese Willem Boersma sul tempo del vincitore della Parigi-Roubaix.

Per connettersi a Internet, un computer doveva essere identificato da un indirizzo IP
“ufficiale” assegnato da un’autorità, che all’epoca era chiamata “HOSTMASTER” presso
lo Stanford Research Institute in California (Fig. 8).
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Figura 8. Mail di risposta del HOSTMASTER dell’agosto 1988 alla mia richiesta di un indirizzo
classe B e due indirizzi classe C da utilizzare da parte del Dipartimento di Matematica.

Nel 1989 UniBO aveva un pot-pourri di collegamenti con diverse reti esterne, tra cui
Usenet, Bitnet, DECNet (molto utilizzata dai Fisici), SNA e X.25. Due calcolatori IBM,
uno del CINECA e l’altro del CNR/CNUCE di Pisa, erano collegati tramite una rete
proprietaria SNA della IBM, mentre il Dipartimento di Matematica era collegato al CI-
NECA tramite una linea seriale dedicata a 19200 bps fornita dalla SIP, l’unica azienda
italiana di telecomunicazioni in quell’epoca. La linea SIP, procurata dal Prof. Galligani
per suo gruppo di analisi numerica, era collegata a uno statistical multiplexor, un con-
centratore di smistamento statistico, posizionato presso il Dipartimento di Matematica
(Fig. 9).

Figura 9. Configurazione del concentratore statistico per servire il bacino di Porta San Donato.
La linea da me usata per collegare i due MicroVAX era quella del canale 1.

Dal concentratore “rubai” uno dei 16 canali per collegare due computer DEC MicroVAX
2000, uno al CINECA e l’altro posizionato nell’aula Enriques a Matematica. Le due
macchine scambiavano dati tramite il protocollo SLIP, ovvero TCP/IP su linee seriali, a
una velocità di 9600 bps.
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Il primo nodo Internet italiano era nato nel 1986 presso il CNUCE di Pisa, collegato
agli Stati Uniti tramite un canale satellitare. Nell’aprile del 1989, Matematica diventa il
primo dipartimento dell’Università di Bologna a collegarsi a Internet seguendo un per-
corso lungo e tortuoso: il primo passo fu tra i due MicroVAX, uno al CINECA e uno a
Matematica, tramite il protocollo SLIP che utilizzava TCP/IP su linee seriali; il secondo
passo fu tra i due mainframe IBM del CINECA e del CNUCE attraverso un tunnel IP
su SNA; il terzo passo fu un canale satellitare tra Frascati e Roaring Creek, Pennsylva-
nia. Incredibilmente, tutto funzionò e nell’aprile del 1989, UniBO si aprì al mondo! La
connessione era lenta, con un ritardo di oltre 600 ms, principalmente dovuto ai tempi di
comunicazione del collegamento satellitare (Fig. 10).

Figura 10. ”Ping” del nodo ”gvax” a Cornell dal nodo ”carmen” (MicroVAX) del Dipartimento
di Matematica.

L’estate del 1989 fu dedicata a completare la presenza del Dipartimento di Matematica
su Internet, configurando i nameserver per tradurre nomi simbolici in indirizzi numeri-
ci IP. Per garantire un’alta disponibilità, i nameserver erano configurati con ridondanza:
un server primario era collocato presso il Dipartimento di Matematica, mentre un ser-
ver secondario era posizionato presso la Cornell University negli Stati Uniti, grazie ai
miei rapporti privilegiati con il mio vecchio dipartimento. Nel 1989 registrai i domini
unibo.it, dm.unibo.it e cs.unibo.it presso il CNUCE, che era diventato il “Registrar” per
i domini italiani. Tra i vari servizi offerti dalla rete, la posta elettronica è sicuramente
uno dei più importanti. Presto fummo in grado di comunicare con il resto del mondo
tramite posta elettronica con indirizzi dai domini dm.unibo.it (Matematica) e cs.unibo.it
(Informatica).

La possibilità di comunicare attraverso la posta elettronica è stato un punto di svolta
nella mia attività di ricerca e professionale. Come membro dei comitati editoriali delle
riviste ACM Transactions on Computer Systems e Springer-Verlag Distributed Computing, a
questo punto ero in grado di svolgere l’attività delle recensioni degli articoli sottomessi
in formato digitale, eliminando l’uso di carta stampata e della posta tradizionale con i
relativi ritardi.

Nel frattempo, il protocollo TCP/IP stava diventando sempre più diffuso in tutta
Europa e nel maggio del 1989 era stata creata l’organizzazione pan-Europea Réseaux IP
Européens (RIPE) per coordinare l’interconnessione delle reti nazionali. Nello stesso tem-
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po, enti governativi e compagnie di telecomunicazioni facevano pressione per l’adozione
dello standard ISO-OSI, a differenza della comunità accademica e scientifica che invece
favoriva il protocollo TCP/IP per facilitare l’interoperabilità con le università e i centri di
ricerca degli Stati Uniti.

Nel dicembre 1989 feci un’altra richiesta al HOSTMASTER per un indirizzo IP
di classe B da utilizzare al livello di Ateneo e destinato a diventare l’attuale ALMA-
NET (Fig. 11).

Figura 11. Risposta del HOSTMASTER alla mia richiesta che assegna l’indirizzo 137.204 a
BOLOGNA-ALMA-NET che è ancora in uso nel nostro Ateneo.

Nello stesso tempo, l’uso del protocollo TCP/IP si è diffuso anche presso UniBO, ol-
tre che nel Dipartimento di Matematica, anche nei dipartimenti di Fisica, Astrono-
mia e Ingegneria. Con l’arrivo di una rete metropolitana fornita da Telecom e in col-
laborazione con il collega Renzo Davoli, nell’aprile del 1990 proponemmo una rete
interdipartimentale che si sarebbe poi trasformata nell’Intranet dell’Ateneo (Fig. 12).

Figura 12. La mail di Davoli con la nostra proposta di collegamento tra i Dipartimenti di
Matematica, Fisica, Astronomia, CNAF e CINECA.
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A livello nazionale, invece, nasce ilGruppo per l’Armonizzazione della Rete della Ricerca
(GARR) per coordinare la crescita di Internet in Italia.

Non passa molto tempo prima che arrivino vari tipi di attacchi informatici alla nostra
rete. Nel febbraio 1993 un controllo quotidiano dell’integrità del sistema di file rive-
la numerosi errori, segnalando l’effettiva presenza di un’intrusione. Inoltrai subito una
denuncia dell’avvenuto al Computer Emergency Response Team (CERT) degli Stati Uni-
ti. Attraverso un’analisi forense, identificammo l’origine dell’attacco come proveniente
da un istituto del CNR a Milano dove venne identificata anche la persona responsabi-
le. Poiché eventi di questo tipo diventarono sempre più frequenti, nel febbraio del 1994
nacque il CERT-IT.

Nel 1992 lanciai la collana di rapporti tecnici sotto l’acronimo “UBLCS” (University
of Bologna Laboratory of Computer Science), poiché all’epoca non esisteva ancora un di-
partimento di informatica. Per i colleghi, la collana UBLCS diventa un mezzo veloce per
diffondere i risultati delle loro ricerche prima della pubblicazione negli atti di conferenze
o nelle riviste. Questi rapporti potevano essere scaricati in formato Postscript tramite il
protocollo FTP. Creato da Adobe, il Postscript era un formato di scambio di documenti
prima che il pdf diventasse il formato de facto standard per versioni digitali del materiale
di stampa. Oggi è comune diffondere risultati di ricerca in forma elettronica attraverso
diversi archivi organizzati per discipline, come arXiv per l’informatica.

Figura 13. Homepage del neocostituito Dipartimento di Scienze dell’Informazione come
apparve nel dicembre 1996. Il sito www.cs.unibo.it, in lingua inglese, programmato
manualmente da me nella veste di “webmaster”, divenne la prima presenza di UniBO sul
nascente World Wide Web.

Nel 1989 Berners-Lee creò il World Wide Web al CERN e lo rese pubblico nel 1991.
Prima della nascita del World Wide Web, Internet era esclusivamente testuale e i servizi
erano limitati alla posta elettronica, alle liste di distribuzione, al trasferimento di file, alle
netnews e alle bacheche elettroniche. I primi siti Web italiani (come quelli dell’Università
di Pisa e delCentro di Ricerca, Sviluppo e Studi Superiori (CRS4) in Sardegna) nacquero nel
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1993. Nel 1995 nacque ilDipartimento di Scienze dell’Informazione presso l’Università di
Bologna e si presentò subito sul World Wide Web con la sua homepage (Fig. 13). L’anno
dopo UniBO creò suo primo sito Web (Fig. 14).

Figura 14. La homepage del Università di Bologna come apparve nel gennaio 1997 all’URL
www.unibo.it.
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Metodi probabilistici in Analisi Numerica:
un contributo pionieristico di Gianfranco Cimmino

Michele Benzi∗, Nicola Guglielmi

A partire dalla metà degil anni Sessanta, Gianfranco Cimmino (1908-1989) si interes-
sò all’uso di metodi probabilistici per la risoluzione numerica di sistemi di equazioni
algebriche lineari. All’epoca, e per molti anni, queste idee rimasero largamente al di
fuori delle principali correnti di ricerca in analisi numerica e furono sostanzialmente
ignorate dalla comunità scientifica. In anni recenti l’interesse nei confronti dei metodi
numerici probabilistici è cresciuto enormemente, portando alla nascita di un nuovo
settore di ricerca, la randomized numerical linear algebra. In questo contributo descri-
viamo le idee di Cimmino in tale ambito di ricerca mettendole a confronto con alcuni
degli sviluppi più recenti.

1. Introduzione

∗
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randomizzata

2. Gianfranco Cimmino: note biografiche
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3. Il metodo di Cimmino del 1938
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(A) ≥ 2

Quest’ultima osservazione ha tuttavia il valore di una semplice curiosità, riu-
scendo essa evidentemente priva di utilità pratica.

{x(k)}
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n

Cimmino-type
methods

x(0)

73



Michele Benzi, Nicola Guglielmi

n x(0;1)

x(0;2) n
x(0;n) x(1) := x(0;n)

x(1) n n
x(k) x∗ k → ∞

AAT y = b x = AT y
row-action methods

4. Le varianti probabilistiche

x(0)

x(1)

n

x(0) n
x∗ = A−1b

n m ≫ n

x(0) = 0 k x̄

x̄k =
2

m

m�

i=1

�n
h=1 γihahk ·

�n
h=1 γihbh�n

j=1 (
�n

h=1 γihahj)
2 ,
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γih m
m Rn

m
x∗ m

ε > 0
x∗ ε m → ∞

m
x̄ ≈ x∗

m

m
m

m = Mn M

M

M > 1 R ∈ RMn×n

(0, 1) Â = RA b̂ = R b RAx = R b
Ax = b

R n

Â

x(k+1) = x(k) +
2

Mn
ÂT (b̂− Âx(k)), k = 0, 1, . . .

x(0)

k → ∞ k = 0 x(0) = 0
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RA γih R

Â = RA Â

Â A R
A

Â
R sparse

R

m

RA x = R b
n Ax = b Mn RA x = R b

m

x∗ Ax = b
x∗

x∗

x∗ = n

�

ω
∥AT x∥−n−2⟨x, b⟩AT x dω

�

ω
∥AT x∥−n dω

ω = {x ∈ Rn | ∥x∥ = 1}
n

I didn’t try to check whether formulas (6) are already known, as it seems rather
likely.
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5. Le tecniche di randomizzazione, oggi

et al.
Ax = b

A

x = Hx+ f

H

J(x) = ⟨x, h⟩ ,

h = [hi] ∈ Rn×n J
X

J(x) = E(X) ,

X X
Hij H

P = [pij ] ∈ Rn×n

pij =
|Hij |�n
k=1 |Hik|

p
(0)
i =

|hi|�n
k=1 |hk|

,

h e1, e2, . . . , en
x∗
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X

d d ≪ n x(1)

x(0)

d
x(2)

x(1)

x(k+1) = x(k) +
2

d
(RkA)

T (Rkb−RkA x(k)), k = 0, 1, . . .

R0, R1, . . . , Rk, . . . d×n
In

sto-
chastic gradient descent

f(x) = 1
N

�N
i=1 ℓi(x)

mini-batch {ℓ1, . . . , ℓN} d ≪ N

f

∇f(x(k))
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averaging

sketching

Restricted Isometry Property

6. Alcuni esperimenti numerici

m

West0067
n = 67

102

A

79



Michele Benzi, Nicola Guglielmi

ε

∥x(k) − x(k−1)∥
∥x(k)∥

≤ ε.

R
[0, 1]

x(0) = b
M
R

M ⟨ ⟩ σ( ) ⟨ ⟩ σ( )

2 0.0255 0.0083 5.60·105 7.29·104

3 0.0203 0.0048 4.33·105 3.82·104

4 0.0180 0.0050 3.99·105 3.70·104

5 0.0171 0.0042 3.61·105 2.99·104

10 0.0175 0.0029 3.51·105 2.11·104

⟨ ⟩ σ( ) ⟨ ⟩ σ( )

4.62·10−4 6.77·10−5 2.25·106 4.52·105

3.36·10−4 6.73·10−5 1.71·106 3.61·105

3.10·10−4 5.04·10−5 1.60·106 2.73·105

2.83·10−4 2.84·10−5 1.46·106 2.04·105

2.50·10−4 1.71·10−5 1.35·106 9.62·104

Tabella 1. Statistiche per il comportamento del metodo probabilistico (5) applicato al problema
lineare con matrice West0067 con tolleranze d’arresto 10−7 (illustrazione in alto) e 10−9 (illu-
strazione in basso).

⟨ ⟩

=
∥x(K) − x∗∥

∥x∗∥ ,

K
x∗ σ( )

⟨ ⟩
σ( )

M
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d ⟨ ⟩ σ( ) ⟨ ⟩ σ( )

5 5.79·10−4 1.25·10−4 2.56·105 1.26·104

10 3.50·10−4 5.54·10−5 2.84·105 7.80·103

20 2.80·10−4 2.87·10−5 2.96·105 5.73·103

30 2.85·10−4 3.81·10−5 2.95·105 7.10·103

n 5.46·10−3 0 1.31·105 0

⟨ ⟩ σ( ) ⟨ ⟩ σ( )

5.78·10−6 8.76·10−7 5.10·105 9.08·103

3.39·10−6 3.87·10−7 5.40·105 6.41·103

5.75·10−6 1.04·10−6 5.11·105 1.06·104

5.88·10−6 1.16·10−6 5.10·105 1.07·104

6.28·10−6 0 5.07·105 0

Tabella 2. Statistiche per il comportamento del metodo probabilistico con sottocampionamento
(8) applicato al problema lineare con matrice West0067 con tolleranze d’arresto 10−7 (illustra-
zione in alto) e 10−9 (illustrazione in basso).

d
d

k Â(k)

b̂(k) Rk A
Rk b d× n d

Tomography
n = 500

107

A

A+ α , α = 10−3,

ε = 10−8 3312 x(K)

K = 3312 ∥x(K) − x∗∥/∥x∗∥ =
3.0667·10−6

d

d = 10 ε = 10−8

81



Michele Benzi, Nicola Guglielmi

d/n = 1/50

d ⟨ ⟩ σ( ) ⟨ ⟩ σ( )

10 4.47·10−4 2.24·10−4 2.10·103 8.01·101

20 1.69·10−4 4.87·10−5 2.26·103 4.26·101

50 1.28·10−4 1.41·10−5 2.28·103 2.04·101

100 1.46·10−4 1.11·10−6 2.21·103 1.37·101

200 1.84·10−4 8.73·10−6 2.14·103 1.08·101

⟨ ⟩ σ( ) ⟨ ⟩ σ( )

7.40·10−6 3.09·10−6 3.28·103 9.72·101

3.19·10−6 1.05·10−6 3.43·103 7.60·101

2.00·10−6 3.75·10−7 3.48·103 2.51·101

2.23·10−6 2.90·10−7 3.43·103 1.70·101

2.70·10−6 2.23·10−7 3.36·103 1.71·101

Tabella 3. Statistiche per il comportamento del metodo probabilistico con sottocampionamento
(8) applicato al problema lineare con matrice Tomography con tolleranze d’arresto 10−6 (illustra-
zione in alto) e 10−8 (illustrazione in basso).

sovracampionamento

7. Conclusioni
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L’analisi geometrica delle equazioni alle derivate parziali e
Bologna

Alberto Parmeggiani∗

Lo scopo di queste pagine è duplice: da una parte desidero illustrare, in modo assoluta-
mente informale e “divulgativo” (raccontando alcuni risultati e problemi aperti), il campo
di ricerca matematica che si chiama analisi geometrica delle equazioni alle derivate parziali
(o anche analisi geometrica nello spazio delle fasi) e dall’altra ricordare l’amico, collega e
maestro Cesare Parenti (1942-2021), il quale introdusse in Italia questo campo e creò a
Bologna un primo nucleo di studiosi che si è poi ampliato in quello attuale, costituito
da studiosi in parte formatisi qui ed altrove (come chi scrive) e ben conosciuto a livello
internazionale.

In Fisica lo spazio delle fasi (posizioni e momenti) è un concetto geometrico che
unifica la meccanica hamiltoniana classica e la meccanica quantistica.

In Matematica lo spazio delle fasi è un concetto geometrico che unifica la geometria
simplettica con l’analisi armonica e lo studio delle EDP (equazioni alle derivate parziali).

Lo spazio delle fasi è il fibrato cotangente T ∗M dell’insieme M sul quale si lavora (in
genere una varietà differenziabile liscia di dimensione finita n) e cioè le coppie posizione e
momento (x,ξ ) che stanno (localmente) nel prodotto cartesiano Ω×Rn (dove Ω è una
carta locale di M ed Rn è qui pensato come il duale dell’Rn tangente nel punto x ad M).

Anche senza scegliere una metrica Riemanniana su M, il cotangente possiede più strut-
tura del fibrato tangente: è sempre una varietà simplettica, cioè munita in modo naturale
di una 2-forma differenziale chiusa e nondegenere che permette di definire le derivazioni
naturali (cioè invarianti rispetto a cambiamenti di variabile che rispettano la struttura
simplettica) di tale geometria, le quali sono i campi hamiltoniani. La struttura dello
spazio delle fasi risulta dunque invariante per diffeomorfismi simplettici, cioè quei dif-
feomorfismi che conservano la forma simplettica, alias le trasformazioni canoniche della
meccanica analitica.

∗Dipartimento di Matematica, Alma Mater Studiorum – Università di Bologna.
Email: alberto.parmeggiani@unibo.it
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Giova osservare che ogni diffeomorfismo della varietà delle configurazioni M (cioè
un cambiamento di variabile liscio ed invertibile con inverso della stessa regolarità) ge-
nera una diffeomorfismo simplettico in T ∗M, ma i diffeomorfismi simplettici sono più
numerosi.

Dunque l’ambiente nel quale vive l’analisi geometrica delle EDP è il fibrato cotan-
gente, alias spazio delle fasi. Un insieme di strumenti fondamentali per questo tipo di
analisi è quello dell’analisi microlocale, cioè la tecnica dei fronti d’onda e degli operatori
pseudodifferenziali, che ha raggiunto un alto e piuttosto completo grado di sviluppo e
che sta al crocevia della geometria simplettica, della meccanica analitica, dell’analisi fun-
zionale, dell’analisi armonica e della meccanica quantistica. Il calcolo pseudodifferenziale,
nel concetto di operatore pseudodifferenziale che generalizza quello di operatore differen-
ziale, contiene gli inversi di operatori ellittici e pseudoinversi di operatori più generali,
purché “ragionevoli” (ma significativi). Esso, dalla sua prima forma dovuta a L. Nirenberg
e J. J. Kohn, e L. Hörmander nel 1965, è stato generalizzato alla teoria degli operatori in-
tegrali di Fourier (quegli operatori cioè che, localmente, sono la quantizzazione delle tra-
sformazioni canoniche) dovuta in parte a V. P. Maslov e principalmente a L. Hörmander,
e J. J. Duistermaat e L. Hörmander, al calcolo pseudodifferenziale di R. Beals e C. Fef-
ferman che è poi stato a sua volta generalizzato alla quantizzazione di Weyl-Hörmander
ad infine alla teoria FBI (Fourier-Bros-Iagolnitzer) dovuta a J. Sjöstrand (quantizzazione
di trasformazioni canoniche complesse). È interessante qui ricordare anche l’estensione
(iniziata in questi ultimi anni da V. Turunen, M. Ruzhansky e V. Fischer) dell’analisi
microlocale, e problematiche sottese, al caso dei gruppi di Lie compatti e più in generale
nilpotenti (cosa a cui sta dando un contributo recente anche il gruppo bolognese).

Desidero notare che l’analisi microlocale, in virtù di raffinamenti basati sulla decom-
posizione di Littlewood-Paley, ha permesso tramite il calcolo paradifferenziale dovuto a
J. M. Bony una estensione di queste tecniche alle equazioni con coefficienti poco regolari
e quelle non-lineari.

Tra i numerosi successi del calcolo pseudodifferenziale ce n’è uno in particolare molto
importante che ha permesso, per esempio, l’estensione naturale del calcolo pseudodiffe-
renziale alle varietà: riconoscere quali termini nel simbolo di un operatore differenziale
P(x,D) (il polinomio nelle variabili ξ , P(x,ξ ), di grado l’ordine m di P(x,D), definito
sullo spazio delle fasi, ottenuto tramite la sostituzione formale della derivata D = −i∂
con la ξ ) sono invarianti per cambi di variabile simplettici, quelli, come detto, ammessi
perché conservano la struttura dello spazio delle fasi. Il simbolo principale (la parte di
grado massimo del polinomio) è una funzione invariantemente definita sul cotangente.
Quando esso è sempre diverso da zero per ξ ̸= 0, l’operatore è ellittico e molto si conosce
della struttura delle soluzioni di equazioni ellittiche. In questo caso si riescono a costruire
operatori (pseudodifferenziali) che rappresentano dei pseudoinversi dell’operatore (cioè
inversi modulo un operatore regolarizzante, cioè continuo dalle distribuzioni alle funzio-
ni C∞), ed è questa una delle ragioni dell’introduzione del calcolo pseudodifferenziale e
della sua importanza fondamentale nella teoria delle EDP.
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Ma cosa si può dire quando il simbolo principale si annulla? In tale caso, sul suo
insieme degli zeri, l’insieme caratteristico di P (nel caso a coefficienti costanti si tratta di
una varietà algebrica), il simbolo sottoprincipale entra in gioco: formato dal termine di
ordine m− 1 di P(x,ξ ) e da certe derivate della parte principale, esso è invariante sul-
l’insieme caratteristico. Dove anche il sottoprincipale si annulla, allora (tramite il calcolo
di Weyl) si possono identificare ulteriori invarianti, cioè determinare in modo iterativo
i termini invarianti e significativi a livello k su ciascun insieme di annullamento dei ter-
mini invarianti determinati al livello precedente k− 1. In questo modo lo studio della
EDP passa allo studio della geometria simplettica dei vari insiemi di annullamento e del
modo di annullarsi dei vari termini significativi del simbolo, oltreché del comportamento
delle bicaratteristiche dell’operatore (le soluzioni delle equazioni di Hamilton relative al
simbolo principale, che fogliano l’insieme caratteristico) e del loro linearizzato quando
gli annullamenti sono di grado maggiore o uguale a 2.

L’introduzione dell’analisi nello spazio delle fasi ha permesso una geometrizzazione
dello studio delle EDP e ha permesso una varietà di progressi quali, per esempio, l’af-
frontare in modo unificato problemi degeneri, sia ellittico-degeneri, o ellittico-parabolici,
che debolmente iperbolici, tipi che sono classicamente sempre stati concepiti come lon-
tanissimi quando visti dal punto di vista dei relativi problemi al contorno o di Cauchy.
I problemi, in quanto geometrizzati, sono stati descritti e risolti in maniera invariante,
cioè indipendentemente dalla scelta delle coordinate.

È nell’introduzione in Italia dell’analisi microlocale che Cesare Parenti entra in gioco.
Cesare si forma all’Università di Bologna nell’ambito della prestigiosa scuola locale di
Analisi Matematica. Negli anni ’70 e ’80 è qui ancora operante Gianfranco Cimmino
(strettamente legato scientificamente ed in amicizia a Renato Caccioppoli), il quale fu
studioso di EDP e precursore della teoria delle distribuzioni di L. Schwartz. Lamberto
Cattabriga e Bruno Pini, allievi di Cimmino, ne proseguono l’opera su temi collegati.
In particolare, Pini ottiene risultati rilevanti nel campo delle equazioni paraboliche e
rivolge molte energie agli allievi, che lascia liberi di indirizzarsi verso i campi di ricerca che
stavano emergendo in quel periodo. Parenti si laurea con Pini nel 1967 e, dopo alcuni
primi lavori sulle equazioni quasi-ellittiche generalizzanti il caso parabolico, si indirizza
autonomamente alla teoria degli operatori pseudodifferenziali.

Nel 1972 Parenti pubblica un lavoro sugli operatori pseudodifferenziali globalmente
definiti su Rn che da quel momento è stato sempre citato in numerosi lavori importan-
ti, in particolare di teoria dello scattering geometrico. Successivamente, insieme a Luigi
Rodino (Università di Torino) affronta problematiche sulla teoria della ipoellitticità (che
menzionerò poco più sotto) che rappresentano ancora oggi risultati di particolare im-
portanza. A questo punto il calcolo pseudodifferenziale è introdotto in Italia e le scuole
di Bologna e di Torino, sotto la spinta di Cesare Parenti e Luigi Rodino, cominciano a
svilupparsi.

Uno dei temi di principale interesse, che per Parenti è rimasto invariato nel corso della
sua attività, è quello dell’ipoellitticità degli operatori differenziali alle derivate parziali.
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Esso si può descrivere nel seguente modo. Dato un operatore P (a coefficienti C∞) ed
una distribuzione u su un aperto Ω (di Rn o di una varietà differenziabile), dall’ipotesi
Pu ∈ C∞ su V ⊂ Ω segue che u

∣∣
V∈ C∞(V ). Conoscere quando P è ipoellittico è un

problema fondamentale della teoria delle EDP, in quanto intimamente legato al problema
della risolubilità (locale e semi-globale) e della teoria spettrale. Più precisamente si vuole
sapere quali sono le condizioni necessarie e/o sufficienti sul simbolo dell’operatore P,
che rendono P ipoellittico. Poiché si vogliono proprietà invarianti per trasformazioni
simplettiche (quelle ammissibili dello spazio delle fasi) le condizioni dovranno essere lette
sui vari pezzi del simbolo di P, descritti prima, invarianti sui vari insiemi di annullamento
ed in termini della geometria (simplettica) stessa di tali insiemi.

Per esempio, nello studio della subellitticitià ed ipoellitticità di classi importanti come
le somme di quadrati di campi vettoriali, l’approccio pseudodifferenziale di Kohn (che
ha dato vita alla teoria dei moltiplicatori subellittici) è fondamentale per la prova nel
caso C∞, risultato poi reso più preciso in termini di regolarità Sobolev da L. Rothschild e
E. Stein con la tecnica del lifting nilpotente e la scrittura di una soluzione fondamentale. E
ancora, sia nel caso analitico (congettura di Treves) che nel caso Gevrey (classi intermedie
tra C∞ e la classe analitica), ha importanza fondamentale una stratificazione dell’insieme
caratteristico (stratificazione di Poisson) la quale, in base alla sua struttura geometrica
interamente dettata dai campi considerati e dai loro commutatori iterati, determina la
natura ipoellittica, o meno, nella classe analitica o Gevrey dell’operatore stesso.

In generale, il problema della ipoellitticità è lungi dall’essere risolto. L’unico risultato
completo è dovuto a L. Hörmander nel caso a coefficienti costanti. Usando tecniche di
geometria algebrica reale egli ha infatti caratterizzato gli operatori a coefficienti costanti
ipoellittici in termini del posizionamento della varietà algebrica caratteristica rispetto alle
direzioni reali. È un risultato bellissimo ed elegante il quale, nel successivo studio delle lo-
calizzazioni all’infinito di un operatore, ha permesso di ottenere risultati sull’ipoellitticità
e sulla risolubilità di ampie classi di operatori differenziali di forza costante.

Per quanto riguarda la subellitticità, oltre al lavoro di L. Hörmander e Ju. V. Egorov, è
rilevante ricordare l’approccio dovuto a C. Fefferman e D. Phong chiamato principio SAK,
e poi generalizzato nella mia tesi di Ph.D. (il mio advisor è stato Charles Fefferman), che
consiste nel costruire delle metriche subunitarie (sulla varietà e più in generale nello spazio
delle fasi) legate al simbolo dell’operatore tramite le quali determinare delle opportune
localizzazioni che permettono di ottenere le stime a priori (ottimali) necessarie a tutto il
successivo studio della esistenza e regolarità delle soluzioni della relativa EDP.

Su una varietà differenziabile compatta, il problema della ipoellitticità locale è in modo
naturale associato al problema della ipoellitticità globale. Si possono costruire esempi di
operatori che sono globalmente ipoellittici senza essere localmente ipoellittici. Ciò ha a
che fare con la struttura dei diffeomorfismi della varietà in sé. È soprattutto interessante
questo fenomeno per i campi vettoriali, anche su gruppi di Lie, in quanto la struttu-
ra geometrica dell’ambiente e del campo si riflette sull’ipoellitticità tramite condizioni
diofantine sui coefficienti.
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Un altro aspetto legato all’ipoellitticità è quello della ipoellitticitàC∞ con grande perdi-
ta di derivate. Ci sono operatori differenziali che sono ipoellittici ma che non soddisfano
nessuna disuguaglianza a priori che possa dare la ipoellitticità. Un primo esempio (sul
gruppo di Heisenberg, nel 1982) è dovuto ad E. Stein, il quale fece vedere che il Lapla-
ciano di Kohn sulle (0,0) e sulle (0,n) forme differenziali sul gruppo di Heisenberg non
è ipoellittico, ma lo diventa appena gli si aggiunge una costante non-nulla. Successiva-
mente, nel 2005 J. J. Kohn ha mostrato classi di esempi di campi a coefficienti complessi
la cui somma di quadrati aveva tale proprietà e, contemporaneamente, Cesare Parenti ed
io abbiamo sviluppato una teoria per operatori differenziali con termini di ordine infe-
riore che soddisfano opportune condizioni di annullamento, oggi chiamate condizioni di
Levi (legate ad Eugenio Elia Levi, morto giovanissimo nella prima guerra mondiale, il
quale era fratello di Beppo Levi, quest’ultimo attivo a Bologna e successivamente emi-
grato in Argentina a causa delle vergognose leggi razziali). La nostra teoria fornisce una
spiegazione degli esempi di Stein e Kohn tramite la costruzione di una parametrice nelle
classi che furono introdotte da L. Boutet De Monvel nel suo studio (successivamente in
collaborazione con A. Grigis e B. Helffer) dell’ipoellitticità con perdita di una derivata
(che estende l’approccio di V. V. Grushin). Questo studio coinvolge in modo cruciale
la geometria simplettica. Si devono infatti considerare il fibrato normale sulla varietà ca-
ratteristica con fibre che contengono sottospazi simplettici e considerare lo sviluppo di
Taylor della parte del simbolo dell’operatore che è invariante sulla varietà caratteristica
nelle direzioni normali (esso è composto anche da ulteriori termini, non solo dal simbolo
principale, in virtù delle condizioni di Levi). In questo modo si ottiene un polinomio
nelle variabili normali in ciascun punto caratteristico che può quindi essere quantizzato
rispetto alle variabili simplettiche, ottenendo così degli operatori differenziali alle derivate
parziali dipendenti da parametri (il punto base del fibrato e le parti involutive della fibra)
le cui proprietà spettrali si mostrano essere invarianti e contenere tutte le informazioni
necessarie alla costruzione della parametrice (ma, di più, mostrano ostruzioni per certi
operatori al risultato di Stein).

Legato alla ipoellitticità è il problema della risolubilità (ogni operatore ipoellittico
ha trasposto, o equivalentemente aggiunto, localmente risolubile). Nel 1957 H. Lewy
mostrò che non tutti gli operatori differenziali (anche con coefficienti buonissimi) sono
risolubili in C∞. L’operatore di Lewy è un operatore naturale (a coefficienti polinomia-
li) che genera il complesso di bordo (di Cauchy-Riemann) dell’aperto pseudoconvesso
{(z1,z2) ∈ C2; |z1|2 + 2Imz2 < 0}. La comunità fu colta di sorpresa da tale risultato.
Subito L. Hörmander, con contributi importanti di Ju. V. Egorov, V. V. Grushin, ini-
ziò a sviluppare una teoria della risolubilità, che, passando per lavori fondamentali di
L. Nirenberg e F. Treves, e C. Fefferman e R. Beals, è continuato fino ai giorni nostri
con la soluzione nel 2006, dovuta a N. Dencker, della congettura di Nirenberg-Treves
(che riguarda la risolubilità locale di operatori di tipo principale il cui simbolo soddisfa
la condizione (Ψ) di Nirenberg e Treves: la parte immaginaria del simbolo principale
non può cambiare di segno da − a + lungo le bicaratteristiche nulle orientate della parte
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reale). La risolubilità con perdita di 3/2 derivate, che è il risultato ottimale, è dovuto a
N. Lerner sempre nel 2006. Ma il problema della risolubilità semiglobale è ancora aperto
e risolto, per merito di L. Hörmander e N. Dencker, solo per gli operatori di tipo princi-
pale che soddisfano la condizione (P) (la parte immaginaria del simbolo principale non
può cambiare di segno lungo le bicaratteristiche nulle della parte reale). Il problema della
risolubilità locale/semiglobale di operatori a caratteristiche multiple è ancora largamen-
te inesplorato, a parte alcuni risultati dovuti a P. Cordaro, L. Pernazza, F. Colombini,
F. Treves, a Cesare Parenti e me ed a S. Federico e me.

Il caso della risolubilità dei sistemi è ancora largamente aperto (ci sono risultati recenti
di N. Dencker).

Un altro importante campo d’indagine dell’analisi geometrica nello spazio delle fasi,
sia teorico che per le applicazioni, è la buona posizione del problema di Cauchy (lineare) de-
bolmente iperbolico (cioè a caratteristiche multiple). Si può pensare ad un operatore delle
onde a due velocità le quali in certi punti diventano uguali (oppure si annullano). I lavori
pioneristici di V. Ivrii e V. Petkov e di L. Hörmander, e poi R. Melrose, T. Nishitani e
N. Iwasaki hanno individuato condizioni necessarie e/o sufficienti affinché il problema di
Cauchy per una certa classe di operatori debolmente iperbolici sia ben posto, condizioni
basate sul tipo spettrale del linearizzato del flusso bicaratteristico (nella varietà caratteri-
stica, che è invariante per tale flusso). Il legame tra geometria e risolubilità, per la prova
della necessità, avviene attraverso lo studio del comportamento di soluzioni asintotiche
usando le stime a priori di risolubilità. Per la sufficienza, nelle giuste ipotesi si costrui-
sce una nuova direzione di evoluzione (che in questi casi non coincide in genere con la
direzione temporale data dalle coordinate) e poi si provano stime dell’energia per una op-
portuna energia costruita in termini di questa nuova direzione. In certi casi le condizioni
sufficienti sono anche necessarie ed in generale quelle sufficienti sono più stringenti di
quelle necessarie (come è naturale aspettarsi). Ma più difficile è lo studio della buona po-
sizione del problema di Cauchy per operatori debolmente iperbolici per i quali esistono
bicaratteristiche nulle instabili che partono nella varietà caratteristica ed atterrano sulla
varietà doppia (che è presente a causa della debole iperbolicità). In tal caso l’esistenza di
tali curve rende il problema di Cauchy non ben posto. L’esistenza di tali curve è dovuta
ad una derivata terza del simbolo principale in una certa direzione sulla varietà caratteri-
stica che non si annulla. Quando quest’ultima si annulla, allora il problema di Cauchy è
ben posto in C∞. Questo risultato è dovuto al lavoro del gruppo bolognese capeggiato da
Parenti ed al lavoro di Nishitani. Un problema di ordine di difficoltà ancora maggiore,
in parte risolto tramite i lavori (molto recenti) di Nishitani, e di Parenti ed io, ma non
ancora completato, è quando il tipo spettrale del linearizzato del flusso hamiltoniano pre-
senta delle transizioni di tipo sulla varietà. Di nuovo, la presenza di certe derivate terze
del simbolo principale sulla varietà caratteristica gioca un ruolo fondamentale.

In generale la buona posizione di un problema di Cauchy, oppure l’analisi dello spet-
tro di un operatore differenziale (o sistema di operatori differenziali), utilizza una serie di
stime dal basso (alias stime di quasi-positività) che vanno da quella famosissima di Gårding
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(dovuta a L. Gårding) valida per operatori pseudodifferenziali il cui simbolo principale
è ellittico, a quella Sharp-Gårding (dovuta a L. Hörmander) valida per operatori pseu-
dodifferenziali il cui simbolo principale è solamente non-negativo, a quella di A. Melin,
basata sulla non-negatività del simbolo principale e sul comportamento del sottoprinci-
pale rispetto alla traccia positiva del linearizzato F del flusso bicaratteristico (un invariante
simplettico) sulla varietà caratteristica, a quella di Fefferman-Phong valida per operatori
pseudodifferenziali a simbolo totale limitato dal basso e quella di Hörmander per ope-
ratori pseudodifferenziali classici sotto ipotesi geometriche sulla varietà caratteristica ed
il suo tipo simplettico, sulla non-negatività del simbolo principale il quale deve annul-
larsi esattamente al secondo ordine sulla varietà caratteristica e del comportamento del
sottoprincipale rispetto alla traccia positiva di F sulla varietà caratteristica (quest’ultima
stima è stata generalizzata indebolendo le ipotesi geometriche sul tipo simplettico della
varietà caratteristica da Parenti e me nel 2006). In questa famiglia di disuguaglianze si ha
un controllo dell’energia associata all’operatore in termini di norme Sobolev (ad iniziare
con la metà dell’ordine dell’operatore nel caso della disuguaglianza di Gårding) via via
più deboli nell’indebolirsi delle richieste. Si tratta di stime a priori che entrano profon-
damente nella geometria del fibrato normale alla varietà caratteristica dell’operatore e che
dipendono (come nel caso di Fefferman-Phong) da un’analisi qualitativa del comporta-
mento del simbolo dell’operatore su scale piccole ma non tali da violare il principio di
indeterminazione di Heisenberg. Più precisamente, il problema è determinare il modo in
cui immergere il cubo unitario tramite un diffeomorfismo simplettico in insiemi di sotto-
livello del simbolo dell’operatore, i cui jet di ordine fino al quarto siano sotto controllo in
quella scala, in modo da evitare una sua deformazione così violenta da non potere essere
il supporto di nessun wave-packet e quindi non potere soddisfare alcuna stima a priori
ragionevole.

Il caso dei sistemi in questo ambito è ancora da sviluppare. Si sa che la disuguaglian-
za di Fefferman-Phong non vale per i sistemi (controesempi dovuti a L. Hörmander,
R. Brummelhuis, e me stesso) e che si conoscono situazioni positive per sistemi 2× 2
(risultati da me ottenuti qualche anno fa) che però non esauriscono il problema. Nel
caso della disuguaglianza di Hörmander, essa è stata generalizzata da Parenti e me al caso
di sistemi a caratteristiche doppie.

Un’altra area di indagine della analisi geometrica delle EDP è la teoria spettrale degli
operatori differenziali, in special modo degli operatori di Schrödinger. Tipicamente, per
operatori ellittici o debolmente degeneri (il cui simbolo principale abbia un segno o abbia
valori contenuti in un cono convesso diC), si ha che lo spettro dell’operatore è un insieme
discreto. Studiare tale insieme è in generale difficile ma di ovvia grandissima importanza.
Il desiderio di qualsiasi matematico o fisico è conoscere gli autovalori (di matrici o ope-
ratori in infinite dimensioni) insieme alla loro molteplicità algebrica e geometrica ed il
relativo autospazio. Tipicamente questa conoscenza (anche in modo approssimato) ren-
de possibile l’estensione delle tecniche della serie di Fourier, e più in generale dell’analisi
armonica, a classi più ampie di operatori. In questo ambito uno dei più importanti os-
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servabili spettrali è la funzione di Weyl, introdotta da Hermann Weyl per studiare, tra le
altre cose, la velocità di convergenza dello sviluppo in autofunzioni. Essa conta il numero
di autovalori dell’operatore, ripetuti per molteplicità, che sono più piccoli di un parame-
tro λ (dimensionalmente una energia). L’asintotica per λ → +∞ di tale funzione è di
fondamentale importanza e bellezza, sia nel caso del problema di Dirichlet o Neumann,
per esempio, che in quello degli operatori ellittici su varietà compatte o ellittici globali,
o ipoellittici. Si conoscono i termini principali dell’asintotica (che dipende dal volume
nello spazio delle fasi dell’insieme sul quale il simbolo principale è più piccolo di λ , risul-
tato dovuto a Weyl) ma lo studio dei termini di correzione è delicatissimo, profondo ed
avvincente. I risultati importanti in questo campo sono molti, elencando L. Hörmander,
M. Shubin, V. Ivrii, J. Chazarain, J. J. Duistermaat e V. Guillemin, B. Helffer e D. Ro-
bert ed altri, anche della scuola di Bologna soprattutto nel caso dei sistemi a coefficienti
polinomiali. Tali sistemi sono rilevanti per una serie di ragioni, matematiche e fisiche
(ottica quantistica, per esempio). Oltre alla funzione di Weyl, si vuole per esempio ve-
dere anche come gli autovalori sono legati alle energie ed alle traiettorie periodiche del
flusso bicaratteristico associato al simbolo principale e quali termini di ordine inferio-
re contano (tipicamente sui livelli isoenergetici della parte principale). Quando tutte le
bicaratteristiche sono periodiche con periodo indipendente dall’energia (ciò che implica
necessariamente, almeno nel caso di operatori polinomiali globalmente ellittici su Rn,
che l’ordine dell’operatore sia 2) si osserva nel caso di operatori scalari (risultato dovuto
a Y. Colin De Verdière e in seguito a Duistermaat-Guillemin) un accumulo degli auto-
valori in intervalli centrati in una successione aritmetica descritta in termini dinamici e
geometrici invarianti che converge a +∞ con diametri infinitesimi. Nel caso dei sistemi
di operatori differenziali, per esempio a coefficienti polinomiali, si hanno fenomeni si-
mili per certe classi di sistemi (chiamati oscillatori armonici non-commutativi, introdotti
da M. Wakayama e me alcuni anni fa, e più in generale per gli oscillatori armonici non-
commutativi semiregolari metrici), ma anche fenomeni più complessi, in cui lo spettro è
contenuto in una unione di intervalli centrati in una successione convergente a +∞ (che
però non è in generale aritmetica) con diametri infinitesimi. Di nuovo, la successione è
costruita in termini della dinamica della parte principale e dei termini di ordine inferiore
(fino a due ordini sotto) su insiemi di livello o sottolivello della parte principale. Queste
problematiche (legate alle geodetiche periodiche della varietà sulla quale si sta lavorando,
una volta che la scelta di una metrica di Riemann determina un operatore di Laplace-
Beltrami del quale si studia lo spettro) sono esteticamente di grande e profonda bellezza,
e spaziano dalla meccanica analitica, alla geometria simplettica, all’analisi ed alla geome-
tria delle varietà. Relativamente a questa problematica è anche importante menzionare
lo studio delle funzioni zeta-spettrali e della loro continuazione meromorfa, se possibile,
a tutto il campo complesso. Esse sono osservabili dello spettro di un operatore (scalare
o sistema) ellittico della massima importanza anche dal punto di vista della teoria dei
numeri: si pensi alla formula di traccia di Selberg, o al fatto che la zeta spettrale dell’o-
scillatore armonico quantistico è un multiplo olomorfo della funzione zeta di Riemann.
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Tali osservabili dello spettro non solo danno informazioni sulle quantità geometriche e
dinamiche dell’operatore sotto studio, ma anche dello spazio delle fasi su cui si lavora.

Anche se gli argomenti toccati sopra non esauriscono l’ambito di studio dell’anali-
si geometrica nello spazio delle fasi, desidero infine notare che è attualmente di grande
interesse trasferire l’approccio illustrato allo spazio delle fasi su strutture non-commu-
tative (compatte e non) come i gruppi di Lie compatti o quelli nilpotenti. In questo
caso la struttura dell’algebra di Lie è fondamentale e l’estensione dell’analisi microloca-
le e l’analisi geometrica delle EDP a queste situazioni anisotrope rappresenta un passo
di fondamentale importanza. Qui lo spazio delle fasi è sostituito, nel caso di gruppi
compatti, dal prodotto del gruppo G con l’insieme Ĝ delle classi di equivalenza delle rap-
presentazioni irriducibili unitarie (finito-dimensionali) del gruppo. Nel caso dei gruppi
nilpotenti, la struttura è molto più complessa in quanto ci sono anche rappresentazioni
infinito-dimensionali da considerare, e quindi anche più ricca ed ancor più interessante.
Queste problematiche sono oggetto di ricerca attiva alla quale sta dando contributo in
modo importante anche il gruppo di Bologna.

È importante anche notare che in generale lo studio delle problematiche sopra de-
scritte nel caso di sistemi lineari di operatori differenziali è totalmente aperto, a parte i
pochi risultati ai quali ho dato cenno in precedenza. La geometria nello spazio delle fasi
di un sistema è molto ricca e complicata: nel caso di un sistema quadrato N ×N, la va-
rietà caratteristica è l’insieme dei punti del cotangente su cui il determinante della parte
principale è zero ed il determinante è una funzione massimamente non-lineare. Dunque
il modo di interagire nello spazio delle fasi delle varie componenti di un sistema di EDP
è altamente non-commutativo, sia dal punto di vista della natura non-commutativa di
una matrice di simboli che da quello di come le varie componenti del simbolo e della par-
te sottoprincipale (che però qui e più complicata rispetto al caso scalare) si comportano
rispetto alla varietà caratteristica del sistema.

Voglio in ultimo ricordare che a Bologna, grazie all’amicizia tra Cesare Parenti e San-
dro Graffi, formatasi ai tempi studenteschi, si sviluppò anche una proficua interazione
tra l’analisi geometrica delle EDP e la Fisica Matematica, nella forma dello studio delle
proprietà semiclassiche di soluzioni delle equazioni di evoluzione di Schrödinger. In que-
sto caso lo scopo è analizzare come le proprietà del problema di Cauchy di evoluzione (il
flusso di Schrödinger) sia collegato alle traiettorie classiche dell’hamiltoniana di partenza
(cioè prima della quantizzazione), e ad altre quantità simplettiche, quando la costante di
Planck non è costante (!) ma tende a zero.

Questa dunque una breve sintesi di quali siano le problematiche di interesse dell’analisi
geometrica delle EDP e di come un gruppo di studiosi di questo campo di ricerca, attivi
e riconosciuti in ambito internazionale e composto anche da giovani scienziati, si sia
formato qui a Bologna per opera della lungimiranza, gusto e valore scientifico di Cesare
Parenti.
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Equazioni differenziali sub-riemanniane del secondo ordine

Contributi della scuola bolognese

Ermanno Lanconelli∗

Questa nota presenta una breve rassegna di alcuni dei più significativi contributi della
scuola di Analisi matematica bolognese alla teoria delle equazioni differenziali alle
derivate parziali del secondo ordine con forma caratteristica semidefinita positiva. La
rassegna riguarda il periodo di tempo compreso fra il 1980 e il 2012.

1. Introduzione

Gianfranco Cimmino, succeduto a Beppo Levi nel 1938 sulla prima cattedra di Analisi
matematica dell’Università di Bologna, avviò la scuola matematica bolognese allo studio
delle equazioni differenziali alle derivate parziali.

Cimmino era noto per avere introdotto – nel 1936 – un metodo che consentiva di
dimostrare l’univoca risolubilità del problema Dirichlet per l’operatore di Laplace con dati
al bordo tanto continui – come nel caso classico – quanto di p-esima potenza sommabile
rispetto alla misura di superficie.

Nel 1951 il metodo di Cimmino, che potremmo chiamare delle frontiere approssi-
manti, fu esteso ed applicato da Bruno Pini allo studio del primo problema di valori al
contorno per l’operatore del calore su domini cilindrici. Perseguendo questo fine, Pini fu
naturalmente condotto a stabilire anzitutto una formula di media caratterizzante le fun-
zioni caloriche così come la classica formula di media di Gauss caratterizza le funzioni
armoniche: di quest’ultima formula, infatti, Cimmino aveva fatto un uso cruciale nel
suo metodo delle frontiere approssimanti.

Ben presto Pini colse una qualche analogia fra il metodo di Cimmino e un meto-
do dapprima usato da Norbert Wiener per costruire una soluzione generalizzata – la ben
nota, oggi, soluzione di Perron-Wiener – del problema di Dirichlet per l’equazione di La-
place su aperti limitati arbitrari. Questo suggerì a Pini la possibilità di studiare il primo
∗Dipartimento di Matematica, Alma Mater Studiorum – Università di Bologna.
E-mail: ermanno.lanconelli@unibo.it
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problema di valori al contorno per l’operatore del calore anche su domini non cilindrici,
qualora si fosse riconosciuto che le funzioni caloriche godono di quelle proprietà basi-
lari delle funzioni armoniche sulle quali si regge la classica teoria del potenziale, ed in
particolare il metodo di Wiener.

Era noto da tempo che alcuni di questi principi base, quali ad esempio quello del mas-
simo, sussistevano tanto per le funzioni armoniche, quanto per quelle caloriche. Ma non
si conosceva un’analoga calorica della cruciale disuguaglianza di Harnack per le funzioni
armoniche. Nel 1954 Pini scoprì la disuguaglianza di Harnack calorica, disuguaglianza
oggi chiamata di Hadamard-Pini in quanto, nello stesso anno, ed indipendentemente
da Pini, Hadamard aveva dimostrato la stessa identica disuguaglianza. Con questo stru-
mento Pini costruì la soluzione generalizzata di Wiener per il problema di Dirichlet relativo
all’equazione del calore su aperti non cilindrici dello spazio tempo due dimensionale.

Anche per questa costruzione Pini si avvalse in modo cruciale della sua formula di
media calorica , ma risulta chiaramente nel suo lavoro che la formula di media viene usata
soltanto per dimostrare un teorema di compattezza per famiglie di funzioni caloriche. E un
simile teorema di compattezza, grazie al classico Teorema di Ascoli-Arzelà, può seguire
“semplicemente” dalla equicontinuità delle famiglie di funzioni caloriche equilimitate, la
quale equicontinuità può essere a sua volta dimostrata con un celebre metodo iterativo
introdotto più tardi, nel 1961, da Jurgen Moser.

Questo metodo, nato per dimostrare la regolarità Hölderiana e la disuguaglianza di
Harnack per le soluzioni delle classiche equazioni ellittiche e paraboliche del secondo
ordine – in forma di divergenza – e con coefficienti anche molto poco regolari, si è rivelato
molto duttile, e adattabile ad ampie classi di operatori alle derivate parziali del secondo
ordine, con forma caratteristica semidefinita positiva.

Un primo adattamento del metodo di Moser ad una particolare ma significativa classe
di tali operatori apparve nei primi anni ’80 del 1900, ad opera di Bruno Franchi e del
presente autore.

Generali operatori differenziali alle derivate parziali del secondo ordine con forma
caratteristica semidefinita positiva erano apparsi in letteratura nei primi anni del 1900.
Essi furono introdotti da Mauro Picone, che li chiamò ellittico-parabolici, e che dimostrò
per essi il suo celebre principio del massimo.

L’interesse di questo tipo di equazioni per le scienze fisiche fu inizialmente evidenziato
da A.D. Fokker, M. Planck e A.N. Kolmogorov: essi proposero modelli differenziali della
fisica teorica e dei processi di diffusione fondati su equazioni ellittico-paraboliche di tipo
Picone. Da allora, equazioni di questo tipo apparvero in diversi altri settori di ricerca
– teorici ed applicati – che includono la teoria geometrica delle funzioni di più variabili
complessa, la teoria delle equazioni alle derivate parziali in ambiti sub-Riemanniani, la
teoria cinetica dei gas, i metodi matematici della finanza e della visione umana.

A partire dai primi anni ’80 del 1900, a seguito dei lavori di Franchi e del presente
autore citati qui sopra, nel Dipartimento di Matematica di Bologna si è sviluppata una
intensa attività di ricerca che ha dato significativi contributi alla teoria delle equazioni
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differenziali in ambiti sub-Riemanniani, ed alle loro applicazioni alla finanza matematica
e alla visione umana.

La presente nota contiene una breve descrizione dei principali risultati conseguiti da
queste ricerche.

2. La generale classe degli operatori ellittico-parabolici di Picone

Si consideri l’operatore differenziale alle derivate parziali del secondo ordine

L =

N∑

i,j=1

ai,j(x)∂xi∂xj +

N∑

j=1

bj(x)∂xj + c(x) (1)

dove i coefficienti ai,j , bj e c sono funzioni reali definite in un aperto E ⊂ RN e x =
(x1, . . . , xN ) denota il punto di RN .

Diciamo cheL è un operatore ellittico-parabolico nel senso di Picone inE se la matrice
A(x) = (aij(x))i,j=1,...,N è simmetrica e semidefinita positiva in ogni punto di E. La
forma caratteristica di L

qL(x, ξ) :=
N∑

i,j=1

ai,j(x)ξiξj

è quindi non negativa per ogni x ∈ E e ξ ∈ RN .
La proprietà di base, fondamentale, degli operatori L di Picone sta nel fatto che essi,

sotto condizioni molto blande sui suoi coefficienti, verificano il cosiddetto principio del
massimo, che consiste, grosso modo in questo: le soluzioni sufficientemente regolari di
Lu = 0 in un aperto limitato Ω sono non negative in Ω se lo sono su ∂Ω.

La classe degli operatori ellittico-parabolici è molto ampia: essa contiene i classici
operatori ellittici ed i classici operatori ellittici e parabolici del secondo ordine, ma anche
importanti operatori apparsi in letteratura molto tempo dopo i primi studi di Picone,
quali ad esempio gli operatori di Kolmogorov-Fokker-Planck, i sub-laplaciani sui gruppi
stratificati (in particolare sul gruppo di Heisenberg-Weyl), la notevolissima famiglia degli
operatori di Hörmander.

Quella classe, tuttavia, contiene anche operatori molto “degeneri”, quali ad esempio

L = ∂2
x1

in RN , N ≥ 2. (2)

In generale quindi, un operatore ellittico-parabolico, solo in quanto tale, non avrà buone
proprietà.
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3. Da Fichera ad Hörmander

Dopo i classici lavori di Picone [P1- P2] contenenti principalmente, oltre alla dimo-
strazione del suo celebre principio del massimo, formule di maggiorazione e di confronto
delle soluzioni, il primo studio sistematico di problemi al contorno per operatori ellittico-
parabolici, fu condotto da Fichera. Nel 1956, in [F], Fichera dimostrò teoremi di esi-
stenza di soluzioni “deboli” del problema di Dirichlet per operatori ellittico parabolici
determinando la parte di frontiera – oggi chiamata frontiera di Fichera – sulla quale risulta
corretto porre i dati al bordo.

Qualche anno dopo, vari risultati di esistenza e regolarità delle soluzioni di problemi
al contorno per equazioni ellittico-paraboliche, furono dimostrati da Oleinik e Radkevic
e da Kohn e Nirenberg (si veda la monografia [OR] per una ampia rassegna di questi
risultati). I metodi usati da questi autori richiedono particolari proprietà della frontiera
di Fichera e conducono a risultati di regolarità “interna” fortemente dipendenti dalla
regolarità dei dati al bordo.

Le ricerche sulle proprietà di regolarità interna delle soluzioni, dipendenti soltanto
dall’operatore L, hanno prodotto risultati molto più interessanti, i più significativi dei
quali ottenuti per operatori con soggiacenti, ricche strutture algebrico-geometrico di ca-
rattere sub-riemanniano. La pietra miliare dei risultati di queste ricerche è un celebre
teorema, dimostrato da Hörmander nel 1967. Per enunciare questo profondo risultato
occorrono varie premesse, che presenteremo nel seguente paragrafo.

4. Algebre di Lie di campi vettoriali

Sia Ω un aperto di RN e sia data una N -pla di funzioni reali in Ω, a1, . . . , aN . Chiamia-
mo campo vettoriale in Ω di componenti a1, . . . , aN l’operatore differenziale del primo
ordine

X =

N∑

j=1

aj(x)∂xj .

IdentifichiamoX con laN -pla (a1, . . . , aN ). Indichiamo con T (Ω) l’insieme dei campi
vettoriali con componenti di classe C∞ in Ω. Con la nostra convenzione sarà quindi
T (Ω) = C∞(Ω,RN ).

Evidentemente, T (Ω) è uno spazio vettoriale; esso diventa un’algebra di Lie definen-
do, per X,Y ∈ T (Ω),

[X,Y ] := XY –Y X.

Chiamiamo algebra di Lie di campi vettoriali in Ω ogni sottospazio vettoriale di T (Ω)
chiuso rispetto alla parentesi [· , ·] sopra definita. Se a è un’algebra di campi vettoriali in
Ω, e x ∈ Ω, si definisce

rango a(x) := dim{X(x) : X ∈ a}.

102



Equazioni differenziali sub-riemanniane del secondo ordine

L’intersezione di una famiglia di algebre di campi vettoriali, se non vuota, è essa stessa
un’algebra di campi vettoriali.

Data una n-pla X = {X1, . . . , Xn} di campi vettoriali in Ω si chiama algebra di Lie
generata da X , e si indica

Lie{X1, . . . , Xn},

la più piccola algebra di campi vettoriali contenente la famiglia X , i.e. l’intersezione di
tutte le algebre di campi vettoriali contenenti X .

5. Il Teorema di Hörmander

Sia X1, . . . , Xn, X0 una famiglia di campi vettoriali di classe C∞ in un aperto Ω di RN .
L’operatore differenziale del secondo ordine

L :=

n∑

j=1

X2
j +X0 (3)

ha forma caratteristica semidefinita positiva. Il celebre Teorema di Hörmander è il se-
guente.

Teorema 5.1 (Hörmander [H]) L’operatore (3) è ipoellittico in Ω se

rangoLie{X1, . . . , Xn, X0}(x) = Nper ognix ∈ Ω. (4)

Ricordiamo che, per definizione , L è ipoellittico in Ω se ogni distribuzione u soluzione
debole di

Lu = f inΩ

è di classe C∞ in Ω se f è C∞ in Ω.
Operatori differenziali somme di quadrati più drift verificanti la condizione del rango

(4) vengono oggi chiamati operatori di Hörmander.
Il precedente teorema di ipoellitticità fu esteso da Oleinik e Radkevic ad operatori

ellittico parabolici non necessariamente esprimibili in termini somme di quadrati più drift,
precisamente nel modo seguente. Sia L un operatore ellittico-parabolico come in (1) con
coefficienti di classe C∞ in un aperto Ω ⊂ RN . Scriviamo L nel modo seguente

L =

N∑

i,j=1

∂xi(ai,j(x)∂xj ) +
N∑

j=1

βj(x)∂xj + c(x), (5)

ove βj = bj −
∑N

i=1 ∂xiai,j .
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Si ponga

Xj :=
N∑

i=1

ai,j(x)∂xi , j = 1, . . . , N

e

X0 :=
N∑

j=1

βj(x)∂xj .

Vale allora il seguente teorema.

Teorema 5.2 (Oleinik-Radkevic [OR]) L’operatore (5) è ipoellittico in Ω se

rangoLie{X1, . . . , XN , X0}(x) = N per ogni x ∈ Ω.

A seguito del Teorema di Hörmander, Elia M. Stein e la sua scuola aprirono un ampio
settore di ricerca per lo studio degli operatori somme di quadrati più drift con metodi Ana-
lisi funzionale e Analisi armonica sui gruppi di Lie stratificati. Una esaustiva sistematica
presentazione dei metodi e dei risultati di queste ricerche si trova nella recente notevole
monografia di Marco Bramanti e di Luca Brandolini [BB]. Rimandiamo direttamente
a quest’ultima monografia anche per una descrizione di vari contributi dati dalla scuola
bolognese alla teoria generale degli operatori di Hörmander.

6. Metriche sub-Riemanniane: distanze di controllo

6.1 Premessa

Agli operatori ellittico-parabolici in forma con coefficienti non regolari i metodi svilup-
pati per gli operatori di Hormader – e di Oleinik e Radkevic – non sono, ovviamente,
applicabili.

Riflettendo sui metodi di teoria del potenziale sui quali si basano le ricerche di Cim-
mino sull’equazione di Laplace e di Pini sull’equazione del calore, si giunge facilmente
alla seguente convinzione: risultati di regolarità Hölderiana, e disuguaglianze di tipo Har-
nack per soluzioni deboli di equazioni ellittico paraboliche- anche con coefficienti poco
regolari-permetterebbero di sviluppare una soddisfacente teoria per i problemi di valori
al contorno relativi a quelle equazioni.

D’altra parte, nei primi anni ’60 del 1900, Jurgen Moser [M] inventò un metodo
iterativo che consente di ottenere regolarità hölderiana e disuguaglianze di tipo Harnack
per equazioni ellittiche e paraboliche con coefficienti soltanto misurabili e limitati. Quel
metodo iterativo si basa su alcune semplici proprietà geometriche della distanza euclidea
e su un teorema di immersione di tipo Sobolev rispetto all’operatore gradiente euclideo.

Ora, dato un operatore ellittico parabolico L, poiché la sua forma caratteristica qL è
semidefinita positiva, l’operatore differenziale

|∇Lu|2 := qL(x,Du),
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ove D denota l’usuale gradiente euclideo, si presenta come (la norma) del naturale gra-
diente relativo a L.

Resta da comprendere, volendo adattare il metodo di Moser a L, se vi è una distanza
che possa giocare per questo operatore lo sesso ruolo che la distanza euclidea gioca per gli
operatori ellittici. Con Bruno Franchi, [FL1-2], all’inizio degli anni ’80, capimmo che,
almeno per una classe particolare, ma significativa, di operatori ellittici degeneri, una
siffatta metrica esiste. Essa, in particolare ha L -gradiente limitato, così come la distanza
euclidea ha limitato il gradiente euclideo.

Distanze come quella che costruimmo in [FL1-2], oggi vengono chiamate metriche di
controllo, od anche metriche di Carnot-Charatheodory

6.2 Distanza di controllo: definizione generale

Sia assegnata una famiglia X = {X1, . . . , Xn} di campi vettoriali localmente lipschi-
tziani in RN . Diciamo che una curva γ : [0, T ] → RN è una X-traiettoria se

γ̇(s) =
N∑

j=1

aj(s)Xj(γ(s)), q.d. in [0, T ],

con
∑N

j=1 aj(s) ≤ 1. In questo caso poniamo l(γ) := T .
Dati x, y ∈ RN indichiamo con C(x, y) la famiglia delle X-traiettorie con punto

iniziale in x e punto finale in y. Diremo che RN è X-connesso se C(x, y) è non vuoto
per ogni x, y ∈ RN . In questo caso poniamo

dX(x, y) = inf{l(γ) : γ ∈ C(x, y)}.

La funzione (x, y) �→ dX(x, y) è una distanza in RN se RN è X-connesso. Essa viene
chiamata distanza di controllo (o di Carnot-Caratheodory) relativa alla famiglia X .

La distanza dX è di tipo riemanniano, i.e. , è localmente equivalente alla distanza
euclidea, se in ogni punto di x ∈ RN la famiglia X contiene N campi linearmente in-
dipendenti in x. Se la famiglia X contiene campi di classe C∞ la cui algebra di Lie ha
rango massimo in ogni punto, allora dX è localmente hölderiana di esponente α ≤ 1: si
veda il lavoro di Nagel-Stein-Weinger [NSW]. Nel 1982, qualche anno prima del lavo-
ro [NSW], con Bruno Franchi costruimmo una distanza di controllo sub-riemanniana
relativa ad una famiglia di campi vettoriali non regolari di tipo “diagonale”, i.e. , del tipo

Xj = λj∂xj , j = 1, . . . , N (6)

dove leλj sono funzioni localmente lipschitziane strettamente positive fuori dagli iperpia-
ni coordinati e che possono annullarsi con andamenti al più di tipo potenza (rimandiamo
direttamente a [FL1] per una precisa definizione).
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Fra le N -ple λ = (λ1, . . . ,λN ) considerate in [FL1-2] vi è, per indicare uno dei più
semplici significativi esempi, la seguente

λj(x) = 1, j = 1, . . . , p, (7)

λj(x) = λj(x1, . . . , xN ) = |x1|α1 × · · ·× |xp|αp , j = p+ 1, . . . , N. (8)

La distanza di controllo relativa ai campi (6), che denoteremo per semplicità di notazione
dλ, ha la seguente proprietà: esiste una costante positiva c tale che

|B(x, 2r)| ≤ c|B(x, r)| ∀x ∈ RN , ∀r > 0 (9)

ove |B(x, r)| denota la misura di Lebesgue della dλ palla B(x, r) di centro x e raggio r.
Questo dimostra che (RN , dλ) è uno spazio di natura omogenea nel senso di Coifman

e Weiss [CW]. Su questo spazio si può quindi sviluppare, come mostrato in [CW], una
ricca Analisi armonica.

Un’altra notevole proprietà delle metrica di controllo è la sua lipschitzianità lungo le
X-traiettorie.

Nagel, Stein e Weinger dimostrarono successivamente, in [NSW], che entrambe le
precedenti proprietà si estendono alle metriche di controllo relative a campi vettoriali di
classe C∞ generanti algebre di Lie di rango massimo in ogni punto.

7. Operatori X-ellittici

L’idea di associare ad operatori ellittico-parabolici con coefficienti poco regolari una di-
stanza di controllo che fissi la “corretta” geometria soggiacente gli operatori stessi, idea
apparsa per la prima volta in [FL1-2], fu precisata nel lavoro con Alessia Kogoj [LK] nel
modo seguente. Sia L un operatore lineare del secondo ordine in forma di divergenza
(i.e. , variazionale)

L =

N∑

i,j=1

∂xi(ai,j(x)∂xj ), x ∈ Ω ⊂ RN . (10)

Assumiamo i coefficienti ai,j = aj,i limitati e misurabili Se X = {X1, . . . , Xn} è una
famiglia di campi vettoriali in RN , localmente lipschitziani e tali che, per una opportuna
costante c > 0,

1

c

n∑

j=1

⟨Xj(x), ξ⟩2 ≤
N∑

i,j=1

ai,j(x)ξiξj ≤ c
n∑

i,j=1

⟨Xj(x), ξ⟩2

per ogni x ∈ Ω e per ogni ξ ∈ RN , diremo che L è X-ellittico in Ω. Se X è la famiglia
dei versori degli assi cartesiani, gli operatori X-ellittici sono i classici operatori ellittici.
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Gli operatori di Hörmander, somme di quadrati di campi vettoriali C∞, X1, . . . , Xn,
hanno parte principale X-ellittica rispetto alla famiglia X = {X1, . . . , Xn}. In [FL1-
2] erano stati introdotti e studiati operatori X-ellittici rispetto a campi diagonali come
in (6). La classe di tutti questi ultimi operatori contiene quelli che in [KL] sono stati
chiamati ∆λ- Laplaciani, la cui famiglia contiene, a sua volta, quelli che oggi vengono
chiamati operatori di Grushin o di Bouendi-Grushin.

Una naturale definizione di soluzione debole di una equazioneX-ellitticaL = 0, con
L come in (10), è la seguente. Anzitutto, se u e v sono funzioni di classe C1 nell’aperto
limitato Ω, definiamo formalmente

a(u, v) :=

∫

Ω

N∑

i,j=1

ai,j(x)∂x1u(x)∂xju(x) dx. (11)

Indichiamo conW ◦
X(Ω) la chiusura dello spazio delle funzioni di classeC1 con supporto

compatto in Ω rispetto alla norma generata dal prodotto interno

⟨u, v⟩L :=

∫

Ω
u(x)v(x)dx+ a(u, v).

Con W loc
X (Ω) indichiamo lo spazio delle funzioni u localmente di quadrato sommabile

su Ω tali che ϕu ∈ W ◦
X(Ω) per ogni funzione ϕ di classe C∞ con supporto compatto

in Ω.
La forma bilineare a(·, ·) si prolunga con continuità sul prodotto cartesianoW loc

X (Ω)×
W ◦

X(Ω). Una funzione u ∈ W loc
X (Ω) è una soluzione debole dell’equazione

Lu = 0 in Ω

se risulta
a(u, v) = 0 ∀ v ∈ W ◦

X(Ω).

8. Il metodo di Moser adattato agli operatori X-ellittici

Il metodo iterativo di Moser si adatta naturalmente agli operatoriX-ellittici qualora siano
soddisfatte le seguenti condizioni.

I. RN è X-connesso e la metrica di controllo dX verifica la condizione di duplica-
zione (7).

II. Valgono disuguaglianze di tipo Sobolev-Poincaré come le due seguenti

(
1

|B|

∫

B
|u|p

) 1
p

≤ cr

(
1

|B|

∫

B
|Xu|2

) 1
2
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per qualche p > 2, per ogni dX palla B di r ben contenuta in Ω, e per ogni
funzione di classe C1 col supporto compatto contenuto in Ω;

∫

B
|u− uB| ≤ cr

∫

2B
|Xu|

per ogni dX palla di raggio r la cui palla concentrica di raggio doppio 2B sia
contenuta in Ω, e per ogni C1-funzione in Ω. Qui uB indica la media di u in B.

Nel lavoro [LK] sono date condizioni sufficienti affinché le precedenti due condizioni
siano soddisfatte. Queste condizioni si applicano, in particolare, alle famiglie diagonali
X = {λ1, . . . ,λN} di Franchi-Lanconelli, ed anche a famiglie X di campi vettoriali di
classe C∞ verificanti la condizione di Hörmander del rango massimo. Nelle condizioni
generali date in [LK] vale il seguente teorema.

Teorema 8.1 ([LK] , Teorema 4.2 e Teorema 4.3) Sia L un operatore X ellittico in un
aperto Ω ⊂ RN verificante le condizioni date in [LK]. Sia poi u una soluzione debole
dell’equazione

Lu = 0 in Ω.

Allora esistono costanti c > 0 e α ∈]0, 1[, indipendenti da u, tali che

|u(x)− u(y)| ≤ c

(
dX(x, y)

r

)α

sup
2B

|u| ∀x, y ∈ B

per ogni dX palla B di raggio r la cui palla concentrica di raggio 2r, 2B, sia contenuta in
Ω. Inoltre, se u ≥ 0, allora

sup
B

u ≤ inf
B

u

ancora per ogni dX palla B tale che 2B sia contenuta in Ω.

9. Ulteriori sviluppi

Le idee e i metodi introdotti nei lavori con Bruno Franchi [FL1-2] hanno contribuito
allo sviluppo, a Bologna, di programmi di ricerca volti allo studio di equazioni diffe-
renziali sub-riemanniane del secondo ordine che si presentano in vari contesti teorici ed
applicativi. Elenchiamone alcuni, fra i più significativi.

9.1 Equazioni di Kolmogorov- Fokker-Plank

I prototipi di queste equazioni, che appaiono nella teoria cinetica dei gas e nello studio
dei moti browniani, sono stati studiati nel lavoro [LP] con Sergio Polidoro. In questo
lavoro si è dapprima mostrato l’invarianza degli operatori in esame rispetto a gruppi di
Lie non commutativi, gruppi che fissano la corretta geometria soggiacente gli operatori
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stessi. Adattando a questa geometria i classici metodi dell’Analisi armonica – classica ed
astratta – sono stati estesi a questo nuovo contesto i basilari principi comuni tanto alle
classiche funzioni armoniche quanto a quelle caloriche. Vari lavori sono seguiti a [LP]:
rinviamo direttamente alla nota [LPP] per una rassegna – ampia, sebbene non esaustiva –
dei risultati in essi contenuti.

9.2 Equazioni della curvatura di Levi

Sono, queste, equazioni ellittico-paraboliche del secondo ordine quasilineari, – i.e. equa-
zioni del tipo Lu = 0, con L strutturato come in (1), ma con i coefficienti dipendenti
dalle derivate della funzione u – equazioni che sorgono nell’ambito della teoria delle fun-
zioni di più variabili complesse. Le linearizzazioni di queste equazioni acquistano una
struttura sub-riemanniana sulle funzioni u il cui grafico sia strettamente pseudoconvesso.
Sfruttando questa cruciale proprietà Giovanna Citti in [C] dimostrò che le soluzioni
pseudoconvesse con derivate seconde hölderiane, sono in realtà di classe di C∞. Succes-
sivamente, in collaborazione con Annamaria Montanari e col presente autore, dimostrò
che le soluzioni deboli in senso viscoso sono di classeC2+α, e quindi di classeC∞ qualora
siano strettamente pseudo convesse [CLM].

9.3 I sub-laplaciani

Sia G un gruppo di Lie stratificato in RN e sia X1, . . . , Xn una base del primo strato
della sua algebra di Lie. L’operatore “somma di quadrati”

∆G :=

n∑

j=1

X2
j

è un operatore ipoellittico di Hörmander, chiamato sub-laplaciano su G. Nella monogra-
fia [BLU], in collaborazione con Andrea Bonfiglioli e con Francesco Uguzzoni, abbiamo
dapprima presentato una introduzione ai gruppi di Lie stratificati e alle loro algebre di
campi vettoriali, muovendo da basilari ed elementari nozioni di algebra lineare e di calcolo
differenziale per funzioni di più variabili reali. Successivamente, nella seconda parte della
monografia, abbiamo sviluppato una esaustiva Teoria del potenziale per i sub-laplaciani,
in completa analogia con quella relativa al classico operatore di Laplace.
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